
 «Вестник ИГЭУ»    Вып. 1     2013 г. 

 

 ФГБОУВПО «Ивановский государственный энергетический университет имени В.И. Ленина» 

1 

УДК 681.5.015 
 

Марковские параметры многомерных динамических систем управления 
 

И.А. Каляев1, А.Р. Гайдук1, С.Г. Капустян1, В.Н. Рябченко2  
1ФГАОУВПО «Южный федеральный университет», г. Таганрог, Российская Федерация 

2ОАО «Федеральная Сетевая Компания ЕЭС», г. Москва, Российская Федерация 
E-mail: gaiduk_2003@mail.ru,  mvs@mvs.sfedu.ru,  rvn@mes-centra.ru  

 
Авторское резюме 

 
Состояние вопроса: При адаптивном управлении с идентификацией целесообразно использовать марковские 
параметры неопределенных систем. Однако математические модели, которые в явной форме содержат марков-
ские параметры управляемых многомерных динамических систем, практически неизвестны, что затрудняет ре-
шение задачи синтеза алгоритмов самоорганизации в системах управления и делает поиск таких моделей акту-
альным.  
Материалы и методы: Искомые математические модели управляемой системы получены методом последова-
тельного дифференцирования по времени вектора ее выходных переменных с применением теоремы Гамильто-
на-Кэли. 
Результаты: Для многомерной управляемой динамической системы построены виртуальные математические 
модели, которые в явной форме содержат марковские параметры этой системы. Эти параметры однозначно свя-
заны с внутренней структурой системы и вполне определяют влияние кусочно-постоянных управлений на ее вы-
ходные переменные и их производные по времени. Марковские параметры являются инвариантами динамиче-
ской системы к невырожденным преобразованиям ее переменных состояния.  
Выводы: Полученные результаты свидетельствуют, что марковские параметры системы однозначно связаны с 
ее внутренней структурой и вполне определяют влияние кусочно-постоянных управлений на выходные перемен-
ные системы и их производные по времени, а также являются инвариантами динамической системы к невырож-
денным преобразованиям ее переменных состояния. Марковские параметры могут применяться для представ-
ления математических моделей, исследования свойств и идентификации управляемых систем. 
 
Ключевые слова: система управления, идентификация, математическая модель, марковские параметры, инва-
риантность. 
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Abstract 

 
Background: It is efficient to use the Markov parameters of uncertain system while the adaptive control with identifica-
tion. However, the mathematical models with the Markov parameters of the controlled multivariable dynamic systems are 
almost unknown. It makes difficult to solve the synthesis problem of self-organization algorithm in control systems and 
does the search of such models urgent. 
Materials and methods: The required mathematical models of the control system are received by means of the method of 
successive differentiation according to vector time of its output variables with the usage of  the Cayley–Hamilton theorem. 
Results: The virtual mathematical models which contain the Markov parameters are developed for the controlled multi-
variable dynamic systems. These parameters are directly connected with the system internal structure and define the 
influence of piecewise constant controls on its output variables and their time derivatives. The Markov parameters are 
invariants of the dynamic system to nondegenerate transformations of its state variables.  
Conclusions: The received results prove that the Markov parameters of the system are connected with its internal struc-
ture and define the influence of piecewise constant controls on its output variables and their time derivatives. The Markov  
parameters can be used for mathematical models implementation, research of characteristics and identification of con-
trolled systems. 
 
Key words: control system, identification, mathematical model, Markov parameters, invariance. 
 

Введение. В настоящее время для 
управления сложными техническими система-
ми все чаще применяются адаптивные систе-
мы управления, которые создаются без ис-
пользования априорно определенных моделей 
[1]. В работах академика А.А. Красовского по-
казано, что одним из наиболее эффективных 
типов адаптивных систем являются самоорга-

низующиеся системы, для функционирования 
которых требуется минимальная априорная 
информация об объекте управления, причем 
самого общего порядка [2].  

Самоорганизующаяся система с функ-
циональной (структурной) адаптацией имеет 
более высокий «уровень интеллектуальности», 
чем система с параметрической адаптацией, и 
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отличается наличием мощного вычислитель-
ного комплекса [3, 2]. Последнее обусловлено 
тем, что в процессе функционирования само-
организующейся системы обрабатывается в 
реальном времени очень большой объем ин-
формации, прежде всего, в целях формирова-
ния оперативной, адекватной математической 
модели управляемой системы, а также реше-
ния задач оценки внешних условий, внутренне-
го состояния системы, формирования закона 
управления и его оптимизации [4, 5, 6]. 

Решению задачи синтеза адаптивных сис-
тем управления посвящено большое количест-
во работ [1, 7–10]. В большинстве традицион-
ных методов синтеза адаптивных систем 
предполагается, что порядок объекта известен 
априори и не изменяется в процессе функцио-
нирования. Недостатки традиционных адап-
тивных систем подробно рассмотрены акаде-
миком А.А. Красовским в работе [2], где пока-
зано, что более целесообразно рассматривать 
задачу синтеза адаптивной системы в предпо-
ложении, что и порядок, и модель неопреде-
ленной управляемой системы априори неиз-
вестны. Именно в этом случае система управ-
ления должна быть самоорганизующейся.  

В исходном состоянии в самоорганизую-
щейся системе отсутствует управляющая часть 
в виде некоторого закона или алгоритма управ-
ления. Формально, в исходном состоянии в та-
кой системе имеются: управляемая система, 
измерительная подсистема, устройства для 
оказания управляющих воздействий, а также 
средства, реализующие алгоритм самооргани-
зации. При включении системы в результате 
работы этого алгоритма в реальном времени 
автоматически формируется  закон управления 
(определяются его структура и параметры), а 
также соответствующий алгоритм управления и 
программа его реализации. 

Как известно, для формирования закона 
управления необходима модель управляемой 
системы. Именно поэтому в самоорганизую-
щейся системе всегда осуществляется про-
цесс идентификации в реальном времени.  

В нашем исследовании для решения за-
дачи идентификации привлекаются так назы-
ваемые марковские параметры динамических 
систем [11–13]. Как будет показано ниже, для 
полной линейной динамической системы ха-
рактерна однозначная связь между марков-
скими параметрами, с одной стороны, и ее 
структурой, с другой. Причем марковские па-
раметры системы столь же тесно и достаточно 
просто связаны с реакцией линейной системы 
на некоторые входные воздействия. Именно 
эти факты обусловливают применение мар-
ковских параметров для решения задачи син-
теза самоорганизующихся систем управления 
сложными, техническими системами в услови-
ях неопределенности. 

История вопроса. Марковские парамет-
ры использовались известными русскими уче-
ными П.Л. Чебышевым и А.А. Марковым в свя-
зи с исследованием разложения рациональных 
дробей в ряды по отрицательным степеням 
аргумента [11]. Ф.Р. Гантмахером было пока-
зано, что марковские параметры тесно связа-
ны с проблемой исследования устойчивости 
решений линейных дифференциальных урав-
нений.  

Для решения задачи идентификации мар-
ковские параметры, по-видимому, впервые ис-
пользовались Б. Хо, который предложил алго-
ритм идентификации дискретных систем по 
импульсной переходной матрице [12, 14]. Од-
нако этот алгоритм не нашел практического 
применения из-за сложностей формирования 
дельта-функций. В работе [13] предложен бо-
лее эффективный алгоритм идентификации 
непрерывных объектов на основе марковских 
параметров. Этот алгоритм особенно удобен 
для реализации в цифровых адаптивных сис-
темах управления. В частности, он использо-
вался в работе [15] для построения алгоритми-
ческого обеспечения самоорганизующегося 
оптимального регулятора с экстраполяцией 
(СОРЭ), принцип работы которого предложен 
академиком А.А. Красовским [2, 16].   

Ниже рассмотрим определение марков-
ских параметров многомерных систем, введем 
специальную форму математической модели 
таких систем, уравнения которой явно содер-
жат марковские параметры. Это позволит ус-
тановить связь этих параметров с внутренней 
структурой системы. Важным свойством мар-
ковских параметров является их инвариант-
ность к форме представления модели систе-
мы. Эти свойства марковских параметров ди-
намических систем делают реальной возмож-
ность оперативной идентификации управляе-
мых систем, необходимой для создания само-
организующихся систем управления, в особен-
ности, сложными распределенными система-
ми, например группами роботов или энерго-
системами.  

Марковские параметры. Рассмотрим 
линейную непрерывную динамическую управ-
ляемую систему с несколькими входами и не-
сколькими выходами, уравнения которой в пе-
ременных состояния имеют следующий вид:  

, ,x Аx Bu y Cx Du= + = +               (1) 

где  nx R∈ – вектор состояния размерности n; 
qu R∈ – вектор управлений; ly R∈ – вектор вы-

ходных переменных системы; A, B, C, D – чи-
словые матрицы соответствующих размерно-
стей. 

В соответствии с определением [11, 12, 15], 
марковские параметры динамической системы 
(1) – это величины, определяемые выраже-
ниями                               
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0 1, , 1, 2, 3, ,j
i j i j ij id C A Bυ υ−µ = µ = υ = …               (2) 

где dij – элементы матрицы D; Сi и Bj – строки и 
столбцы матриц C и B соответственно.  

Подчеркнем, что число марковских па-
раметров не ограничено при любом порядке 
системы. Из выражений (2) следует, что в слу-
чае многомерных систем (1) удобнее опреде-
лять не сами марковские параметры, а матри-
цы марковских параметров [ ] l q

ijM Rυ υ ×= µ ∈  по 
формулам 

0 1, , 1, 2, 3,M D M CA Bυ υ−= = υ = …              (3) 
Марковские параметры и структура 

системы. В целях установления связи марков-
ских параметров системы (1) с ее структурой 
рассмотрим реакцию системы (1) на кусочно-
постоянные управляющие воздействия, приняв 
следующие допущения. Будем считать, что 
непрерывная система (1) является полной, т.е. 
полностью управляемой и полностью наблю-
даемой [17], а ее вектор управлений = ( )u u t  
является вектором кусочно-постоянных функ-
ций, т.е. uk = u(kT), где k = 0, 1, 2, …, Т – пери-
од квантования по времени вектора управле-
ний u(t). Графики изменения управления uj(t) и 
одной из выходных величин yi = yi(t) системы 
(1) в общем случае приведены на рис. 1. 

Для удобства введем следующие обозна-
чения: ( ) ( | )y t y k= τ , ( ) ( | )x t x k= τ  при t kT= + τ , 

(0, )Tτ∈ , ( | 0) lim ( )y k y t=  при t kT→  (справа), 
и ( | ) lim ( )y k T y t=  при ( 1)t k T→ + (слева). 

Как известно [14, 17], в качестве пере-
менных состояния всегда принимаются непре-
рывные величины, поэтому имеет место оче-
видное равенство   

( | 0) ( 1| ), 0,1, 2,x k x k T k= − = …  .             (4) 
В то же время выходные переменные 

yi(t) системы (1) или их производные ( ) /id y t dt  

по времени 1,i l= , 1, 2, ...= , в общем случае 
могут иметь разрывы при кусочно-постоянном 
управлении, если, например, 1j k j ku u −≠ . 

Действительно, дифференцируя вектор-
функцию ( ) ( ) ( )y t Cx t Du t= +  по t при t kT≠ , по-
лучим: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t Cx t Du t CAx t CBu t= + = + , так 
как ( ) 0u t =  при t kT≠ . Вводя обозначения: 

(0)( ) ( | )y t y k= τ ; (1)( ) ( | )y t y k= τ  или 
( 1) ( )( ) ( | )y t y k− = τ , где (0, )Tτ∈ , 1, 2, ...= , най-

дем, что l-вектор производных -го порядка от 
вектора y(t)  определяется выражением  

( ) 1( | ) ( | ) ( | )y k CA x k CA Bu k−τ = τ + τ  
или с учетом обозначения (2)  

( )( | ) ( | ) ky k CA x k M uτ = τ +               (5) 
при всех 0,1, 2, ...= ,   0,1, 2,k = …  . 

kju

Tk )2( + tTk )1( +kT

kT Tk )1+( Tk )2+( t

iy

0

0

( 0)iy k

−( 1 )iy k T

−1j ku

 
Рис. 1. Графики изменения управления uj(t) и одной из 
выходных величин yi системы (1) 
 

Известно, что каждая выходная величи-
на динамической системы n-го порядка имеет 
лишь n – 1 независимую производную по вре-
мени [14, 18]. Поэтому из (5) с учетом второго 
уравнения (1) и теоремы Гамильтона-Кэли [11] 
вытекает простейшая векторная модель дина-
мических систем при кусочно-постоянном 
управлении: 

( ) ( 1)( | ) ( | ), 0, 2,y k y k n+τ = τ = −  
1

( ) ( )

0
( | ) ( | ) ,

n
n

ky k y k M u
−

=

τ = − α τ +∑  

(0)( | ) ( | ),y k y kτ = τ                (6) 
где α  – коэффициенты характеристического поли-
нома 

1
1 1 0( ) det( ) n n

n nA p pE A p p p−
−= − = α + α + α + α  сис-

темы (1). Подчеркнем, что здесь ( )( | )y k τ  – это 
l-вектор-столбец, т.е. уравнения (6) описывают 
l систем с одним выходом и q входами каждая. 

Однако уравнения (6) нецелесообразно 
использовать для описания системы (1), так 
как векторы производных ( )( | )y k τ  в (6) могут 
испытывать скачки при t kT= . Действительно, 
из (5) с учетом (4) имеем 

( ) ( ) ( )( ) ( | 0) ( 1| ) ,ky k y k y k T M u∆ = − − = ∆       (7) 

где ( )( )y k∆ – скачок -й производной при 
t kT= , если 1 0k k ku u u −∆ = − ≠  и  0M ≠ .  

Этот же вывод следует и из анализа гра-
фиков, приведенных на рис. 1 и соответствую-
щих системе с 0 0ijµ ≠ . При t = kT и t = (k + 2)T 
управление uj(t) имеет скачки, поэтому и вы-
ходная величина yi(t) при t = kT и t = (k + 2)T 
имеет разрывы. В то же время при t = (k + 1)T 
управление uj(t) не имеет скачка, поэтому и 
выходная величина yi(t) при t = (k + 1)T не име-
ет разрыва.   



 «Вестник ИГЭУ»    Вып. 1     2013 г. 

 

 ФГБОУВПО «Ивановский государственный энергетический университет имени В.И. Ленина» 

4 

Именно в силу этого уравнения (6) нельзя 
использовать как уравнения в переменных со-
стояния динамических систем, так как пере-
менные состояния, как отмечалось выше, 
должны быть непрерывными функциями вре-
мени. Поэтому далее в качестве новых пере-
менных состояния моделей неопределенных 
систем типа (1) используются непрерывные пе-
ременные 1

i iz C A x−= , 1,i l= , или составлен-

ные из них l-векторы 1z CA x−= , число которых 
также не ограничено при любом n [15]. 

В соответствии с выражением (5),  
l-векторы z  можно также определить сле-
дующим равенством: 

( 1) 1( | ) ( | ) .kz k y k M u− −τ = τ −                         (8) 
Дифференцируя обе части равенства (8) 

по времени при 0 T< τ <  и учитывая, что при 
этом 0ku = , получим 

( 1) ( )[ | ] [ | ] [ | ], (0, ).z k y k y k T−τ = τ = τ τ∈  
С учетом (5) выводим 

( | ) ( | ) .kz k CA x k M uτ = τ +  
Это уравнение с учетом определения  

l-векторов z  записывается следующим обра-
зом: 

1( | ) ( | ) ,kz k z k M u+τ = τ +               (9) 
где 0,1, 2, ...= , 0,1, 2,k = … . 

Если ( | )z k τ  – это векторные перемен-
ные состояния системы ν-го порядка, то лишь 
ν векторных переменных ( | )z k τ  являются не-
зависимыми. Поэтому второе уравнение (1) и 
уравнение (9) можно представить следующим 
образом: 

1 0( | ) ( | ) ,ky k z k M uτ = τ +             (10) 
1( | ) ( | ) , 1, 1,kz k z k M u+τ = τ + = ν −  
1

1

0
( | ) ( | ) ,i

i k
i

z k z k M u
ν−

ν + ν
ν

=

τ = − α τ +∑            (11) 

где iνα  – коэффициенты характеристического 
полинома системы (10), (11). Обратим внима-
ние, что здесь уравнение выхода записано 
первым, причем оно является единственным 
для всех систем (11) различных порядков 

1, 2, 3,ν = …  
Система (10), (11) при векторных пере-

менных состояния 1z CA x−=  имеет следую-
щий вид: 

[ ] 0( | ) ,ky E O O O z k M uν= τ +…            (12) 
где вектор 

1 2( ) [ ( ) ( ) ( )]T T T Tz k z k z k z kν
ν τ = τ τ τ…   

является решением системы уравнений 

0 1 2 , 1

1

2

1

( )

( ) .k

O E O O
O O E O

z k
O O O E

E E E E

M

M
z k u

M

M

ν

ν ν ν ν ν−

ν
ν−

ν

 
 
 
 τ = ×
 
 
 −α −α −α −α 
 
 
 
 × τ +  
 
 
  

…
…

…
…

         

          (13) 
Здесь O – нулевая (I×I)-матрица, k = 0, 1, 2,…,  
ν = 1, 2, 3,….  

Хотя по внешнему виду система (12), (13) 
совпадает с обычными уравнениями динами-
ческих систем в переменных состояния типа 
(1), на самом деле эти уравнения одновремен-
но описывают l систем с одним выходом и q 
управлениями. 

Каждая из этих систем имеет скалярную 
выходную переменную 

[ ] 0( ) 1 0 0 ( ) ,i i i i ky y k z k M uν= τ = τ +…         (14) 

где 0
iM – i-я строка матрицы 0M  марковских 

параметров 0
ijµ ; ( )iz kν τ – обычный ν -вектор 

состояния 1 2( ) ( ) ( ) ( )
T

i i i iz k z k z k z kν
ν  τ = τ τ τ … , 

который определяется решением следующей 
системы уравнений в форме Коши: 

0 1 2 , 1

1

2

1

0 1 0 0
0 0 1 0

( )
0 0 0 1

( ) .

i

i

i

i k

i

i

z k

M

M
z k u

M

M

ν

ν ν ν ν ν−

ν
ν−

ν

 
 
 
 τ = ×
 
 
 −α −α −α −α 
 
 
 
 × τ +  
 
 
  

…
…

…
…

    (15) 

Здесь iMυ  – i-я строка матрицы Mυ  марковских 

параметров ij
υµ , 1,υ = ν ; 1,i l= .  

В некоторых случаях многомерная систе-
ма, например, при исследовании ее свойств или 
идентификации подвергается воздействию 
только одного скалярного управления. При этом 
в уравнениях (12), (13) [0 0]Tk j ku u= … … , т.е. 
только одна j-я компонента вектора управлений 
не равна нулю. При этом компоненты выходно-
го I-вектора ( )y k τ  представляют собою реак-
ции всех каналов системы на управляющее 



 «Вестник ИГЭУ»    Вып. 1     2013 г. 

 

 ФГБОУВПО «Ивановский государственный энергетический университет имени В.И. Ленина» 

5 

воздействие ujk. В этом случае система уравне-
ний (12), (13) принимает следующий вид: 

[ ] 0( | ) ( | ) ,j j ky k E O O O z k M uντ = τ +…      (16) 

0 1 2 , 1

1

2

1

( )

( ) .

j

j

j k

j

j

O E O O
O O E O

z k
O O O E

E E E E

M

M

z k u

M

M

ν

ν ν ν ν ν−

ν
ν−

ν

 
 
 
 τ = ×
 
 
 −α −α −α −α 
 
 
 
 
 × τ +
 
 
 
  

…
…

…
…

          

          (17) 
Здесь jMυ  – j-й столбец матрицы Mυ  марков-

ских параметров i j
υµ , 1,υ = ν ; 1,j q= .  

Полученные выражения (10)–(17) фактиче-
ски являются уравнениями в переменных со-
стояния многомерных управляемых динамиче-
ских систем ν-го порядка, причем порядок этих 
систем ν, вообще говоря, может иметь произ-
вольное значение. При этом уравнения содержат 
в явной форме марковские параметры.  

Весьма важно, что все эти системы нахо-
дятся под влиянием тех же кусочно-
постоянных управлений ( | )ku u k Const= τ = , 

(0, )Tτ∈ , что и рассматриваемая неопреде-
ленная система (1). При этом выходные пере-
менные yi(t) систем (10)–(17) в дискретные мо-
менты времени kT совпадают со значениями 
соответствующих выходных переменных yi(t) 
неопределенной системы (1) при всех 1,i l=  и 
k = 0, 1, 2,… .  

Другими словами, все эти системы фор-
мально описывают систему (1) и, следова-
тельно, являются ее моделями. Так как систе-
ма (1) имеет порядок n, а системы (10)–(17) 
имеют различные порядки, то они называются 
виртуальными моделями неопределенной сис-
темы (1) [15]. 

Уравнения этих виртуальных моделей, 
например, при I = q = 1, т.е. при скалярных пе-
ременной y(t) и управлении u(t), и при ν = 3, 4 
можно записать следующим образом: 

при ν = 3 

= + µ

= + µ

= + µ

= −α − α − α + µ

1 0

1 2 1

2 3 2

3 1 2 3 3
30 31 32

,

,

,

;

k

k

k

k

y z u

z z u

z z u

z z z z u

                    (18) 

 

при ν = 4 
 
= + µ

= + µ

= + µ

= + µ

= −α − α − α − α + µ

1 0

1 2 1

2 3 2

3 4 3

4 1 2 3 4 4
40 41 42 43

,

,

,

,

.

k

k

k

k

k

y z u

z z u

z z u

z z u

z z z z z u

   

                                              (19) 
Очевидно, при ν = n каждая из систем 

уравнений (10)–(13) и (14)–(17) эквивалентна 
системе (1). Отметим, что в этом случае векто-
ры х и z связаны некоторым преобразованием 
подобия zν = zn = Nnx, где матрица Nn состав-
ляется из строк матрицы наблюдаемости сис-
темы (1). Следовательно, преобразование  
zn = Nnx является невырожденным, а вирту-
альные модели (10)–(17) при ν = n эквивалент-
ны системе (1) только в том случае, когда сис-
тема (1) полностью наблюдаемая [17]. Это 
вполне естественное условие, так как если 
система не полностью наблюдаемая, то неко-
торые переменные 1

i iz C A x−=  не будут со-
держать информации о поведении ее нена-
блюдаемой части.  

Подчеркнем также, что из (8) следует, что 
если uk = 0, k = 0, 1, 2,…, то переменные со-
стояния iz  виртуальных моделей (10)–(17) яв-
ляются ( 1)− -ми производными по времени 
выходной переменной yi(t) объекта управле-
ния. Это, очевидно, не противоречит указан-
ному выше свойству непрерывности перемен-
ных состояния, так как при uk = 0, k = 0, 1, 2,…, 
ни выходная переменная системы, ни все ее 
производные по времени не будут иметь раз-
рывов при всех t ≥ 0. 

Из уравнений (10), (11) и (12), (13) следу-
ет, в частности, что марковские параметры ij

υµ  
определяют как внутреннюю структуру систе-
мы, так и влияние кусочно-постоянного управ-
ления uk на выходные переменные системы и 
их производные по времени. 

Например, если по отношению к некоторой 
одномерной (I = q = 1) системе (1) известно, что 
n = 3, 0 1 0µ = µ = , а 2 0µ ≠ , 3 0µ ≠ , то, в соответ-
ствии с выражениями (18), можно утверждать, 
что структура этой системы эквивалентна трем 
последовательно включенным интеграторам с 
прямыми и обратными связями (рис. 2). 
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Рис. 2. Структурная схема системы 3-го порядка при 0 1 0µ = µ =  

и 2 0µ ≠ , µ ≠3 0  

 
Штриховыми линиями на рис. 2 показаны 

связи, которые имели бы место в данной сис-
теме, если бы 0 0µ ≠  и 1 0µ ≠ . Согласно схеме 
рис. 2, при кусочно-постоянном управлении  
u = uk переменная y(t) и ее производная по 
времени (1)( ) ( ) /y t dy t dt=  являются непрерыв-
ными функциями времени, а производные по 
времени (2) 2 2( ) ( ) /y t d y t dt=  и (3) 3 3( ) ( ) /y t d y t dt=  
имеют разрывы при t = kT, если 1k ku u −≠ . При 
этом относительный порядок sisµ  данной сис-
темы равен двум, так как младшей производ-
ной по времени от выходной переменной y(t), 
на которую непосредственно влияет ее вход-
ное воздействие – управление u = uk, является 
вторая производная [17]. Из этого следует, что 
относительный порядок некоторого канала 
многомерной системы всегда равен индексу не 
равного нулю младшего марковского парамет-
ра этого канала.  

Марковские параметры – инварианты 
управляемых систем. Так как марковские па-
раметры определяют внутреннюю структуру 
динамических систем, то они являются струк-
турными инвариантами относительно невыро-
жденных преобразований переменных. Пока-
жем это. Предположим, вектор состояния сис-
темы (1) подвергнут невырожденному преоб-
разованию, т.е. x Px= , причем det 0P ≠ . Как 
известно [11, 17], в этом случае новые уравне-
ния системы (1) принимают следующий вид: 

, ,x Ax Bu y Cx Du= + = +             (20) 
где  

1 1, , , .A P AP B P B C CP D D− −= = = =          (21) 
Обозначим матрицы марковских пара-

метров системы (20) как Mυ . Тогда из послед-
него равенства (21) и определения (2) следует, 
что 0 0M M= , а 1M CA Bυ υ−= . 

Подставляя в выражение 1M CA Bυ υ−=  
равенства (21), будем иметь 

1 1 1,M CB CPP B M−= = =    

2 1 1 2( ) .M CAB CP P AP P B CAB M− −= = = =  
Аналогично при 3, 4,υ = … : 

1 1 1 1 1( ) ( ) .M CA B CP P AP P AP P B CA B Mυ υ− − − − υ− υ= = = =…
Из этого следует утверждение, что марковские 
параметры, действительно, являются инвари-
антами динамических систем. 

 
Заключение 

 
Полученные результаты свидетельству-

ют, что для каждой динамической системы 
управления можно найти неограниченное чис-
ло марковских параметров. Эти параметры 
являются структурными инвариантами систе-
мы управления и однозначно определяют ее 
структуру и степень влияния входных кусочно-
постоянных управлений на ее выходные пере-
менные и соответствующие производные по 
времени последних.  

 
Исследование выполнено при поддержке РФФИ 

(грант № 12-08-90050-Бел_а). 
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