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Авторское резюме 
 
Состояние вопроса: В настоящее время для моделирования процессов хаотичного движения частиц сыпучего 
материала в кипящем или псевдоожиженном слое успешно применяются подходы статистической физики. Клас-
сическое распределение Максвелла-Больцмана не учитывает распределение частиц по размерам зерен в 
струйных мельницах. В связи с этим актуальным является обобщение распределения Максвелла-Больцмана для 
учета распределения частиц по размерам. 
Методы и материалы: Предложенный подход для определения распределения частиц по скоростям, высоте и 
крупности зерен в кипящем слое основан на принципе максимума энтропии. 
Результаты: Найдено обобщение распределения Максвелла-Больцмана по скорости, высоте слоя и крупности 
частиц в кипящем слое. Дан сравнительный анализ расчетных и экспериментальных распределений. Выявлено 
адекватное описание модельным распределением опытных данных. 
Выводы: Использование подходов статистической физики позволяет прогнозировать поведение ансамбля час-
тиц в кипящем слое и разрабатывать на их основе методы расчета технологического оборудования. 
 
Ключевые слова: статистическая физика, распределение Максвелла-Больцмана, кинетика измельчения, ба-
ланс энергии, баланс массы, принцип максимума энтропии.  
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Abstract 
 

Background: At present the methods of statistical physics are successfully applied for modeling the processes of cha-
otic motion of granular material particles inside boiling and fluidized beds. The classical Maxwell-Boltzmann distribution 
does not take into account the particles distribution of grains sizes in the jet mills. So, it is the urgent problem to general-
ize the Maxwell-Boltzmann distribution for accounting the particles according with their sizes. 
Materials and methods: The authors suggest the approach based on the principle of maximum entropy to define the 
particle distribution over velocities, height and particle size in boiling bed. 
Results:. The generalized Maxwell-Boltzmann distribution of particles over velocities, height and particle size in boiling 
bed is found. The comparison analysis of calculated and experimental distributions is given in the article. The adequate 
description of the experimental data by means of the model distribution is provided. 
Conclusions: The usage of the statistical physics approaches allows predicting the behavior of the group of particles in 
boiling bed and developing the calculation methods for technological equipment on their basis.  
 
Key words: statistical physics, the Maxwell-Boltzmann distribution, grinding kinetics, energy balance, mass balance, 
principle of maximum entropy. 
 

Хаотичное движение частиц сыпучего 
материала в кипящем или псевдоожиженном 
слое внешне напоминает поведение молекул 
жидкости или газа [1, 2]. Это сходство обу-
словливает попытки использования законо-
мерностей статистической физики для описа-
ния поведения частиц в кипящем слое [2]. В 
струйных мельницах кипящего слоя [3] наряду 
с распределением по скоростям и высоте слоя 
частицы распределяются по размерам зерен, 
что в традиционном распределении Максвел-
ла-Больцмана [4] не учитывается. В предла-
гаемом исследовании делается попытка 
обобщить статистическое распределение Мак-

свелла-Больцмана для дополнительного учета 
распределения частиц по крупности в кипящем 
слое. 

Целью исследования является опреде-
ление распределения частиц по скоростям, 
высоте слоя и размерам частиц в струйной 
мельнице кипящего слоя. 

Для достижения поставленной цели ре-
шаются следующие задачи: 

– выделение системы моделирования и 
составление для нее балансовых соотношений 
для энергии и массы с учетом измельчения 
частиц;  
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– определение распределения частиц по 
размерам, скоростям и высоте кипящего слоя 
на основе принципа максимума энтропии; 

– сравнение полученного распределения 
с экспериментальными данными. 

В качестве системы моделирования вы-
бирается мельница кипящего слоя, схематично 
представленная на рис. 1,а. Рассматривается 
мельница, работающая в периодическом режи-
ме, при котором масса измельчаемого порошка 
не меняется со временем. Энергия в систему 
подводится вместе с газом, который подается в 
аппарат через входной патрубок 1 и покидает 
мельницу через выходной патрубок 2. 
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Рис. 1. Эскиз (а) и расчетное фазовое пространство 
(б) струйной мельницы кипящего слоя: 1 – подача 
газа; 2 – выход газа  
 

В качестве определяющих координат 
процесса выбраны размер частиц х, скорость 
частиц v и высота положения частиц в слое z. 
Структура расчетного фазового пространства с 
указанием направления выбранных осей коор-
динат представлена на рис. 1,б. Искомая функ-
ция распределения частиц по крупности, ско-
рости и положению частиц в кипящем слое 

( , , )f z v x  показывает плотность распределения 
материала в расчетном пространстве. Для 
расчетного пространства, представленного на 
рис.1 в виде совокупности ячеек, искомая 
функция для отдельной ячейки в интегральном 
виде записывается следующим образом:  

, , ( , , ) ,i j kF f z v x z v x= ⋅ ∆ ⋅ ∆ ⋅ ∆   

где ∆z, ∆v, ∆x – размер ячейки вдоль осей z, v, 
x соответственно; индекс i – номер ячейки 
вдоль координаты z; j – вдоль оси скорости v;  
k – вдоль оси размера x.  

Баланс массы измельчаемого материала 
может быть записан в виде условия нормиров-
ки искомой функции: 

, ,
, ,

1.i j k
i j k

F =∑                 (1) 

Баланс энергии для выделенной систе-
мы составляется на основе анализа потоков 
энергии. Считается, что энергия, подводимая в 
систему с газом, расходуется на изменение 
кинетической энергии частиц, потенциальной 
энергии высоты положения и потенциальной 
энергии крупности частиц.  

Выражение для удельной потенциальной 
энергии положения частиц представляется че-
рез произведение координаты частицы на ус-
корение свободного падения g: 

i .ie g z=                (2) 

Удельная кинетическая энергия частиц 
определяется как половина квадрата скорости:  

2

j .
2

jv
e =                 (3) 

Энергия измельчения, согласно закону 
Риттингера [5], определяется из выражения  

1 1 , 
" 'x Re C

x x
 = − < > < > 

                                    

где ех – удельная энергия измельчения; СR – 
постоянная Риттингера; ' , "x x< > < > – средние 
размеры частиц до и после разрушения соот-
ветственно.  

При измельчении исходных зерен боль-
шого размера (при 'x →∞ ) выражение для 
энергетического закона Риттингера записыва-
ется в виде 

.R
x k

k

Ce e
x

= =
< >

               (4) 

В дальнейшем при описании измельче-
ния в качестве параметра, характеризующего 
крупность частиц, используется математиче-
ское ожидание или средний размер зерен 
x x=< > . Энергия измельчения, согласно (4), 
зависит только от конечного значения коорди-
наты x или состояния системы и не зависит от 
собственно кинетики или процесса разруше-
ния. Совпадение зависимости (4) и выражения 
для потенциала электростатического поля [4] 
свидетельствует о потенциальности энергии 
измельчения. 

Постоянную в законе Риттингера, со-
гласно [6], можно вычислить следующим обра-
зом:  

0 ,R tC r d=  

где rt – удельная теплота испарения при суб-
лимации; d0 – размер молекулы измельчаемо-
го вещества.  

Для выбранного фазового пространства, 
представленного на рис. 1,б совокупностью 
ячеек, удельная энергия для ячейки определя-
ется суммой потенциальной энергии положе-
ния, потенциальной энергии размера и кинети-
ческой энергии зерен: 
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2

, , .
2
j R

i j k i
k

v Ce g z
x

= + +                (5) 

Баланс энергии записывается через ра-
венство суммарной энергии всех частиц зна-
чению подведенной к системе энергии E: 

, , , ,
, ,

.i j k i j k
i j k

e F E=∑                (6) 

Для нахождения искомого распределе-
ния воспользуемся принципом максимума эн-
тропии, который успешно применяется для 
моделирования сложных систем [5, 7]. Для 
анализируемой структуры фазового простран-
ства выражение для энтропии Н записывается 
в виде 

, , , ,
, ,

ln max.i j k i j k
i j k

F FH ⇒= −∑               (7) 

Оптимизационную задачу для нахожде-
ния искомого распределения сформулируем 
следующим образом: определить оптимальное 
распределение частиц по положению, скорости 
и размеру частиц, которому соответствует 
максимальное значение энтропии (7) при вы-
полнении ограничений (1) и (6). Решение оп-
тимизационной задачи, найденное методом 
неопределенных множителей Лагранжа [7], 
представляется в виде  

, ,
, ,

, ,
, ,

exp( )
,

exp( )
i j k

i j k
i j k

i j k

e
F

e
µ

µ
=
∑

              (8) 

где µ – неопределенный множитель Лагранжа, 
значение которого находится из ограничения (6).  

Подстановка зависимости (5) в выраже-
ние (8) позволяет получить искомое распреде-
ление в виде  

2
( , , ) exp ,

2
Rv Cf z v x A g z

x

  
 ⋅ µ + +     

=             (9) 

где А – параметр нормировки.  
Зависимость (9) совпадает с видом рас-

пределения Максвелла-Больцмана [4] и позво-
ляет дополнительно определить распределе-
ние частиц по размерам. Сопоставление най-
денного распределения с распределением 
Максвелла-Больцмана позволяет также запи-
сать выражение для неопределенного множи-
теля Лагранжа в виде 

,
m
R T

µ

µ
µ =               (10) 

где mµ – масса моля измельчаемого вещест-
ва; Rµ – универсальная газовая постоянная;        
T – температура распределения.  

Температура может быть представлена, 
согласно (10), через неопределенный множи-
тель Лагранжа:  

.
m

T
R

µ

µ
=

µ
             (11) 

Согласно выражению (11), температура 
распределения однозначно определяется зна-
чением неопределенного множителя Лагран-
жа, который, в свою очередь, однозначно оп-
ределяется из баланса энергии (6). Таким об-
разом, температура является мерой суммар-
ной энергии ансамбля частиц. Абсолютное 
значение температуры распределения связано 
с выбором шкалы для ее измерения, обсужде-
ние которой не входит в задачи исследования.  

Вид найденного решения проанализиро-
ван в ходе специальных расчетных исследова-
ний. Фазовое пространство представляется 
трехмерным массивом ячеек (рис. 1). Значения 
фазовых координат задаются следующими 
матрицами-строками: z = [0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
0,6 0,7 0,8 0,9 1], м; v = [0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 
0,7 0,8 0,9 1], м/с; x = [0.001 0,101 0,201 0,301 
0,401 0,501 0,601 0,701 0,801 0,901 1,001], мм. 
Подача исходного материала (CR = 12,51 10-3, 
Дж м/кг [6]) осуществляется в точку фазового 
пространства с координатами z = zmin, v = vmin, 
X = Xmax.  
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Рис. 2. Зависимость массовой доли прохода через 
контрольное сито от размера ячеек сита при разных 
значениях параметра распределения (8): 1 – µ = –1; 
2 – µ = –0,3; 3 – µ = –0,05; 4 – µ = –0,005; 5 – µ = –0,001; 
6 – µ = 0,0002; 7 – µ = 0,0005 

На рис. 2 представлены расчетные рас-
пределения частиц по крупности в кипящем 
слое при различных значениях энергии (пара-
метра распределения µ). Распределения пред-
ставлены в виде интегральных зависимостей 
массовой доли прохода порошка через кон-
трольное сито от размера ячеек этого сита. 
Величина прохода определялась суммирова-
нием найденного распределения (8) по скоро-
стям и по высоте слоя:  

1

1 , ,
1 ,

,( )
k

k i j k
k i j

FD x
=

= ∑∑  
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где 
1

( )kD x  – проход через сито с размером 

1kx в загрузке аппарата.  
Для представления трехмерного распре-

деления (8) в виде однопараметрической зави-
симости выполняется предварительное сум-
мирование по двум остальным координатам: 

, , , , , ,
, , ,

, , .= = =z i j k v i j k x i j k
j k i k i j

F F F F F F∑ ∑ ∑  

Найденные расчетные распределения 
частиц в кипящем слое по осям z, v, x пред-
ставлены на рис. 3.   
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Рис. 3. Распределение частиц: а – по высоте слоя; 
б – по скоростям; в – по размерам зерен; пунктир-
ные линии – µ = –0,0005; штриховые линии – 
µ = –0,0001; сплошные линии – µ = 0,0005; экспе-
риментальное распределение частиц по высоте 
слоя [8] показано треугольниками   

 
На рис. 3,а треугольниками показано 

экспериментальное распределение частиц, 
полученное в ходе специальных эксперимен-
тальных исследований [8]. Сопоставление 
расчетных и экспериментальных распределе-
ний показывает хорошее качество описания 
экспериментальных результатов найденным 
расчетным распределениям. 

Проведенные исследования показали, 
что модели, построенные на основе подходов 

статистической физики, адекватно описывают 
поведение ансамбля частиц в кипящем слое с 
учетом их измельчения, что делает возмож-
ным и целесообразным использование указан-
ных подходов для моделирования технологи-
ческих процессов. 
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