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Авторское резюме

Состояние вопроса: Особое значение при проектировании электротехнических устройств имеет знание точной картины магнитного поля, расчет которого осуществляется, главным образом, с использованием метода конечных элементов. В связи с развитием технологий параллельных вычислений растет также популярность метода Монте-Карло. Актуальной является задача разработки имитационной модели магнитного поля.
Материалы и методы: Результаты получены с использованием методов теории подобия, статистической физики, Монте-Карло, а также технологии параллельных вычислений.
Результаты: Разработан математический аппарат оригинальной версии метода Монте-Карло, предназначенной для моделирования двухмерного стационарного магнитного поля с учетом нелинейности магнитных характеристик ферромагнитных сред. Модель строится путем доказательства изоморфизма уравнений, описывающих магнитное поле и поток идеализированных частиц, излучаемых областями, соответствующими источникам тока. Приведены результаты решения тестовой задачи. 

Выводы: Разработанная модель стационарного магнитного поля может использоваться при исследовании и проектировании электротехнических устройств. Особое значение данная модель имеет при решении открытых полевых задач без граничных условий. Планируется развивать модель в направлении адаптации ее к технологии параллельных вычислений и распространения на расчет других физических полей.
Ключевые слова: метод Монте-Карло, статистическая физика, теория подобия, технология параллельных вычислений.
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Abstract

Background: To design electrical devices it is particularly important to know the accurate picture of magnetic field, mainly calculated by the finite element method. As parallel computing technologies are developing, the Monte Carlo method is becoming more popular. It is urgent to develop a simulation model of magnetic field.

Materials and methods: The results were obtained by using the similarity theory techniques, statistical physics methods, the Monte Carlo method, and the parallel computing technology.

Results: We have developed a mathematical apparatus of the original version of the Monte Carlo method designed for two-dimensional stationary magnetic field simulation, taking into account the nonlinearity of the ferromagnetic media magnetic characteristics. The model is constructed by proving the isomorphism of the equations describing the magnetic field and the flow of idealized particles emitted by the areas corresponding to the power sources. The paper contains the results of solving the test problem.

Conclusions: The developed stationary magnetic field model can be used in the study and design of electrical devices. The model is particularly important in solving the open field problems without boundary conditions. It is planned to develop the model in order to adapt it to the parallel computing technology and to the calculation of other physical fields.
Key words: Monte Carlo method, statistical physics, similarity theory, parallel computing technology.

Одной из главных проблем проектирования электротехнических устройств является проблема уточненного расчета физических полей. Особое значение при проектировании устройств, основанных на принципах электромагнитного и электромеханического преобразования энергии, имеет знание точной картины магнитного поля. В настоящее время расчеты магнитного поля осуществляются, главным образом, на основе метода конечных элементов 
[1, 2, 3, 4]. В то же время в математике существует целое направление, связанное с методом Монте-Карло, роль которого постепенно возрастает, особенно в связи с прогрессом в области технологии параллельных вычислений.
Метод Монте-Карло основан на использовании теории вероятностей для решения различных задач, в том числе и задач расчета физических полей. Преимущества подобных недетерминированных методов особенно ярко проявляются при решении задач большой размерности, когда применение традиционных детерминированных методов затруднительно или совсем невозможно. Основной недостаток недетерминированных методов в их медленной сходимости, что вынуждает искать компромисс между невысокой точностью результатов и большим расходом машинного времени [5]. В то же время простота и наглядность алгоритмов, реализующих метод Монте-Карло, позволяет развивать этот метод на случаи сложных задач, алгоритмизация которых традиционным путем затруднительна. Кроме того, метод Монте-Карло легко распараллеливается на произвольное количество расчетных процессов. Появление доступных многопроцессорных ускорителей на графических видеокартах позволяет существенно сократить разрыв по расчетному времени и точности расчета недетерминированных методов по сравнению с детерминированными. Особенно большие возможности в этом плане появляются при использовании технологии CUDA компании nVIDIA [6, 7].

Алгоритм расчета магнитного поля методом Монте-Карло рассмотрим на примере решения двухмерной задачи в декартовой системе координат. 
Расчет магнитного поля строится на основе закона полного тока 
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где 
[image: image2.wmf]H
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 – напряженность магнитного поля; 
[image: image3.wmf]j
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 – плотность тока в проводнике; I – ток, протекающий через сечение S, окруженное контуром L. 
В дифференциальной форме данное уравнение имеет вид
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В двухмерной задаче уравнение (2) принимает вид
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Имитационный эксперимент строится на совокупности правил, регламентирующих поведение отдельных элементов модели во времени, которое повторяет логику поведения элементов моделируемого явления, учитывая наиболее существенные причинно-следственные связи, присутствующие в системе, и которое в значительной мере подчиняется вероятностным законам [8]. То есть имитационное моделирование основывается, в первую очередь, на принципе подобия.

Поэтому для расчета магнитного поля методом Монте-Карло используем первую теорему подобия [9, 10, 11], из которой следует, что если два различных по природе явления описываются изоморфными уравнениями, то при определенных соотношениях масштабных коэффициентов одно из этих явлений может выступать в качестве модели другого.
В качестве явления-модели будем использовать идеализированный процесс, состоящий в излучении потока частиц теми подобластями расчетной области, которые являются плоскими сечениями проводников с током. Частицы, обладая массами Mi, вылетают из точек, лежащих в сечении проводников с током, в направлениях, задаваемых генератором случайных чисел, и, сохраняя однажды заданное направление, летят в плоскости расчетной области до ее границ с постоянной скоростью (, одинаковой по абсолютной величине для всех частиц. При простоте данной задачи на современных персональных компьютерах можно организовать поток, состоящий из миллионов частиц.
Докажем наличие изоморфизма уравнений, описывающих магнитное поле и наш идеализированный поток частиц. 
Если в некоторой элементарной области модели dS' (здесь и далее одноименные величины со штрихами и без штрихов характеризуют соответственно модель и оригинал) находится dN частиц с массами Mi, обладающих скоростями 
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, то центр тяжести данной системы частиц массой 
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обладает импульсом
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где 
[image: image9.wmf]c
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– скорость движения центра масс частиц, заполняющих элементарную область dS':
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Выделим в плоскости модели отрезок dL' (рис. 1). Будем считать, что все частицы в данной элементарной области модели dS' двигаются упорядоченно с одинаковыми скоростями 
[image: image11.wmf]c
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. Если элементарная область dS' строится на основании отрезка dL' с помощью параллельной вектору 
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 образующей, длина которой равна 
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dt
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, то все dN частиц, попадающие в эту элементарную область, пройдут через отрезок dL' за время dt. При этом поток частиц через отрезок dL' равен
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где 
[image: image15.wmf]'

dL
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 – вектор, равный по абсолютному значению длине отрезка dL' и направленный перпендикулярно отрезку dL' в плоскости задачи; 
( – плотность частиц в данной элементарной области dS':
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Интегральное уравнение, описывающее поток частиц, имеет вид
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или в дифференциальной форме


[image: image18.wmf](

)

,

c

Ñ×ru=r

r

r

&




          
           (11)

где Ф – поток частиц через замкнутый контур L'; 
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 – плотность частиц, нарождающихся в данной элементарной области в единицу времени:
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– масса частиц, нарождающихся в элементарной области модели S', окруженной замкнутым контуром L', в единицу времени:
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В двухмерной задаче уравнение (11) принимает вид
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Отметим, что уравнение (14), описывающее поток частиц, при двухмерной постановке задачи изоморфно с уравнением (3), описывающим магнитное поле в плоско-параллельной постановке. При этом условие 
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выполняется, если принять 
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где mH  – масштаб по напряженности магнитного поля:
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Можно отметить соответствие друг другу величин оригинала и модели:
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Это значит, что поток частиц при определенных условиях может служить моделью магнитного поля. 

Введем масштабы подобия для моделирования магнитного поля потоком частиц. Так, любому линейному размеру явления-оригинала L в модели соответствует линейный размер L', связанный с соответствующей величиной оригинала масштабом подобия:

[image: image28.wmf]''

L

LS

m

LS

==

.



           (19)

Масштабы по току и плотности тока рассчитываются по формулам:
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Выведем условия подобия магнитного поля и потока частиц. Для этого (3) и (14) запишем в безразмерном виде:
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Вместо величин модели в уравнение (22) подставим величины оригинала, умноженные на соответствующие масштабы:
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Получим
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Уравнения модели (24) и оригинала (21) будут тождественными только при условии, если
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Учитывая, что
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получим условие подобия в виде
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Из уравнения (27) можно найти один зависимый масштабный коэффициент при условии, что два других будут независимыми, т. е. их значения можно выбрать произвольным образом. Удобно в качестве независимых выбрать два масштаба: mL (это позволит произвольным образом изменять размеры модели) и mI (это позволит произвольным образом выбирать количество частиц, излучаемых в единицу времени на единицу тока). Тогда масштаб по напряженности магнитного поля mH, являясь зависимым, определяется из соотношения (27) как
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Задавая произвольным образом скорость движения частиц (, напряженность в каждой точке магнитного поля можно определить по величине вектора суммарного импульса частиц в данном элементе dS':

[image: image38.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

111

11

11

'

,

''

cy

cx

xy

HH

dNdNdN

iiyiiixii

iii

dNdN

H

ii

ii

dNdN

iyiiixii

ii

HH

HHiHjij

mm

MMzMz

ij

mdS

MM

MzMz

ij

mdSmdS

===

==

==

ru

ru

=+=-+=

æö

uu

ç÷

ç÷

=-+=

ç÷

ç÷

ç÷

èø

uu

=-+

ååå

åå

åå

rrrrr

rr

rr

     (29)

где zi = ±1 – коэффициент, учитывающий направление тока, излучившего i-ю частицу.

В качестве тестовой задачи рассмотрим достаточно простой пример расчета магнитного поля (рис. 2), создаваемого проводником с током (маленькая квадратная подобласть на рис. 2), при наличии в непосредственной близости от него объекта, выполненного из ферромагнитного материала с нелинейной кривой намагничивания (большая прямоугольная область на рис. 2). На расчетную область нанесена расчетная сетка с квадратными ячейками. Линейный размер ячейки dx' = dy' = R.
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Рис. 2. Тестовая расчетная область

Каждый такт расчетного времени с интервалом по времени dt в ячейках, соответствующих областям с током, нарождается dN частиц массой Mi. Таким образом, приток частиц в расчетную область в каждой ячейке можно охарактеризовать величиной
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где dN – количество частиц массой Mi, которое излучается каждый такт времени в данной элементарной ячейке; NI – количество ячеек, приходящихся на токовую область, по которой протекает ток I. 
Меняя соотношение между количеством и массой излучаемых частиц, можно регулировать общее количество частиц в модели.
Частицы разлетаются по описанному выше алгоритму. Когда количество частиц, вылетающих за пределы расчетной области за каждый такт времени, станет равным количеству частиц, нарождающихся в токовых областях, можно по (29) фиксировать значения составляющих напряженности магнитного поля в каждой элементарной ячейке.
Особо необходимо отметить, как при таком расчете магнитного поля можно учитывать наличие областей, занятых ферромагнитной средой с нелинейной кривой намагничивания. В рассматриваемой версии метода Монте-Карло эта проблема решается путем имитации доменов (рис. 3). 
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Если ячейка расчетной сетки полностью занята ферромагнитной средой, то она представляется доменом, внутри которого условно формируется рамка с током, вращающаяся вокруг оси, проходящей через центр ячейки перпендикулярно плоскости расчетной области. Расстояние между активными проводниками рамки равно линейному размеру ячейки. Рамка поворачивается так, чтобы вектор нормали к ее плоскости был всегда направлен вдоль вектора магнитной индукции, создаваемого внешним полем по отношению к данной ячейке. Величина тока в рамке Ii определяется по величине вектора намагниченности вещества 
[image: image41.wmf]J
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. Направление тока в рамке определяется из условия, что данный ток усиливает внешнее поле. 
При наличии сред, занятых веществом, закон полного тока принимает вид
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где (0 – магнитная проницаемость вакуума. 
Рассчитав по (29) величину напряженности магнитного поля, созданного внешними источниками, определяем индукцию в ячейке:
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Затем по кривой намагничивания стали B = f(H) для данного значения индукции находим 
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, после чего можно рассчитать величину вектора намагниченности:
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Направление вектора намагниченности совпадает с направлением вектора магнитной индукции. По намагниченности определяем величину элементарного тока в рамке домена:
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где dL – длина силовой линии внешнего поля в пределах домена; R – линейный размер ячейки сетки, наложенной на расчетную область.

Наведенные токи в рамках доменов становятся дополнительными источниками частиц, которые в данном случае излучаются из точечных источников, соответствующих каждому проводнику домена. Принимая dS' = dx' dy' = R2, количество частиц dNi0, излученное каждым элементарным током i0 в единицу времени, можно определить из условия
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На рис. 4 приведены результаты расчета двухмерного магнитного поля в тестовой задаче, приведенной на рис. 2.
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Рис. 4. Картина магнитного поля, полученная путем имитации потоком частиц

Расчетной величиной в данном методе является вектор индукции в каждой ячейке. Наиболее точно индукция соответствует центру ячейки. На стыках между ячейками индукция терпит разрыв, что является следствием приближенной аппроксимации расчетной области.

Для построения силовых линий магнитного поля необходимо от индукции перейти к векторному магнитному потенциалу A, который определяется из двух условий: 
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Для двухмерной задачи 
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То есть, зная значения векторного магнитного потенциала в двух точках, расположенных достаточно близко друг к другу, можно найти приблизительное значение индукции в данной окрестности: 
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Поэтому для построения силовых линий поля необходимо перейти от значений индукции в ячейках к значениям векторного магнитного потенциала в узлах сетки. Для этого необходимо произвольным образом задать значение потенциала А в одном из узлов сетки (например, в левом верхнем А00 = 0), после чего, пользуясь соотношением (38) и зная составляющие вектора магнитной индукции в каждой ячейке, расставить потенциалы по всем остальным узлам. При этом по мере удаления от исходного узла погрешность в определении векторного магнитного потенциала будет нарастать. Это приведет к появлению неоправданных изломов в силовых линиях поля (рис. 4), которые будут усиливаться по мере удаления от исходного узла расчетной области. Однако это не погрешности расчета, а погрешности метода визуализации результатов.
Чтобы снизить эту погрешность можно использовать сглаживание разрывов индукции на границах ячеек. Например, можно принять, что индукция на границе между двумя ячейками равна среднему арифметическому индукций в соседних ячейках. Это приведет к искажению картины поля на некоторых участках (особенно вблизи границ раздела сред), тем не менее картина силовых линий выглаживается. Можно также усреднять значения векторного магнитного потенциала в узлах сетки, полученные из разных исходных точек.
Задача, результаты которой приведены на рис. 4, решалась при различных значениях тока, результаты сравнивались с результатами, полученными из расчета поля методом конечных элементов. Разница в значениях индукции в разных точках расчетной области составляла не более 15 %.
Наряду с простотой и теоретической наглядностью, одним из главных достоинств метода имитации поля потоком частиц является отсутствие влияния на решение задачи факта ограниченности расчетной области. В данном методе расчетная область без искажений вписывается в окружающий мир, что видно, в частности, на рис. 4, где картина силовых линий не искажена граничными условиями Дирихле и Неймана. При этом сходимость расчетов оказывается достаточно высокой. Популярный сегодня метод конечных элементов дает значительную погрешность вблизи границ расчетной области, что в некоторых случаях искажает результаты расчета и на важных участках. Поэтому большое расхождение в результатах расчетов по методу Монте-Карло и методу конечных элементов вызвано, скорее всего, неточностью метода конечных элементов при решении подобных открытых задач без граничных условий.
Проверка результатов расчета магнитного поля методом Монте-Карло на задачах без подобластей, заполненных ферромагнитными средами, решение которых может быть получено аналитическим путем (например, поле от нескольких проводников с током), дает вполне допустимое для численных методов расхождение в результатах, не превышающее 5 %.
Главным недостатком метода имитации физических полей потоком частиц является необходимость генерирования для точного решения большого количество частиц, которое лавинообразно возрастает при наличии в задаче участков со средами, содержащими наведенные источники поля. Поэтому расчет этим методом требует машинного времени, на несколько порядков превышающего время расчета методом конечных элементов. Это говорит о том, что использование и совершенствование приведенной версии метода Монте-Карло имеет смысл только с учетом перспектив развития технологии параллельных вычислений.
В настоящее время идет работа в направлении разработки многопроцессорной версии приведенного метода в технологии CUDA на многопроцессорной видеокарте (в частности, на видеокарте GeForce GTX 660, имеющей 
960 ядер CUDA, тактовую частоту 1032 МГцб и доступную графическую память 4095 МБ), что позволит организовать до 10 млн частиц при высоком быстродействии (в тестовой задаче количество частиц не превышало 0,5 млн).
Планируется разработать версию метода Монте-Карло для имитации трехмерных магнитных полей, а также для имитации электростатического и теплового полей с учетом движения охлаждающих сред. Разработанные методы планируется использовать для физических полей в силовых трансформаторах и токоограничивающих реакторах. 
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�Рис. 1. Определение потока частиц через dL'





�Рис. 3. Имитация доменов
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