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Фазо-модальное преобразование многопроводных линий

С.Ю. Токарев
ФГБОУВПО «Ивановский Государственный энергетический университет имени В.И. Ленина», 
г. Иваново, Российская Федерация
E-mail: tokarev@rza.ru
Авторское резюме
Состояние вопроса: В некоторых случаях, например, для целей определения места повреждения на волновом принципе, требуется произвести анализ сигналов в модальной системе координат с помощью фазо-модального преобразования. Это преобразование существует в аналитическом виде для трехпроводных транспонированных линий. Для линий иной размерности и нетранспонированных линий аналитического представления не существует.
Материалы и методы: Сравниваются результаты численного расчета фазо-модальных нетранспонированных линий с результатами аналитического определения фазо-модальных преобразований транспонированных линий.
Результаты: Получена численная методика определения фазо-модальных преобразований для нетранспонированных многопроводных линий любой размерности.
Выводы: Для нетранспонированных трехпроводных линий допускается применять фазо-модальные преобразования транспонированных линий. Для линий иной размерности и типа подобные преобразования могут быть определены по предложенной методике.
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Abstract

Background: In some cases, such as determining the travelling wave fault location, it is necessary to apply phase-mode transformation to the analysis of the signal in modal domain. This transformation in its analytical form can only be used for three phase transposed lines. However, there is no analytical representation for the lines with more phases or untransposed lines.
Materials and methods: Numeric results of untransposed lines and analytical results of transposed lines are compared by their phase-mode transformation.
Results: An approach to evaluation of phase-mode transformations of untransposed multiconductor lines has been developed.
Conclusion: It is acceptable to apply phase-mode transformation of three-phase transposed lines to three-phase untransposed lines only. For lines of other sizes and types such transformations can be determined by the proposed method.
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Введение. Распространение сигналов тока и напряжения в многопроводных линиях описывается системой телеграфных уравнений. В частотной области эти уравнения имеют следующий вид:

 		            (1)

		            (2)
Система уравнений (1)–(2) может быть описана как в фазной системе координат, так и в модальной. В подавляющем большинстве случаев используется фазная система координат, в силу относительной простоты используемого в ней математического аппарата и отсутствия необходимости оперировать с модальными сигналами во временнóй области непосредственно. Однако в ряде специфических случаев требуется производить расчеты именно в модальной системе координат 
(рис. 1). К таким случаям, например, можно отнести определение места повреждения на волновом принципе (ВОМП).
Решение системы уравнений (1)–(2) в модальной системе (индекс «м») координат выглядит следующим образом:

           (3)

    (4)
где UM – постоянные интегрирования, определяемые из граничных условий;  – постоянная распространения волнового канала; YC M – модальная характеристическая проводимость.


[bookmark: _Ref363574537]Рис. 1. Схема фазо-модального перехода	
Решение системы уравнений (1)–(2) в фазной системе координат (индекс «ф») можно получить из (3)–(4):
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где T – матрица модально-фазного преобразования; N – нормирующая матрица.
Специфика ВОМП требует анализа в модальной системе координат:
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где T–1 – матрица фазо-модального преобразования.
Выражения (7)–(8) определены для спектра сигнала (функция частоты), а не самого, получаемого с измерительных трансформаторов сигнала (функция времени). Для анализа во временнóй области требуется отыскать Фурье-оригиналы фазо-модальных преобразований T–1. Это, в свою очередь, требует предварительного отыскания модально-фазных преобразований T. Фактически, речь идет о решении системы уравнений (1)–(2) с помощью модальной декомпозиции (разложения на собственные числа и вектора). Полученные с помощью модальной декомпозиции собственные вектора будут являться векторами модально-фазных преобразований T.
Классификация линий. Основной вычислительной сложностью при расчете фазо-модальных преобразований многопроводных линий является учет их частотной зависимости. Характер этой зависимости полностью определяется геометрическими параметрами системы проводов над землей. В зависимости от сочетания этих параметров многопроводные линии можно разделить на транспонированные (идеализированные) и нетранспонированные линии. Нетранспонированные, в свою очередь, можно разделить на линии, имеющие ось симметрии, и без наличия таковой (общий случай). Сразу сделаем оговорку, что транспонированной линией будем считать такую линию, параметры Z и Y которой являются матрицами вида
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Вычислительно наиболее простой случай – транспонированная трехпроводная линия. Фазо-модальные преобразования для нее можно определить аналитически. Нетранспонированная линия в общем случае аналитически рассчитана быть не может. Ее расчет должен выполняться с применением численных методов. При этом следует отметить, что для линий, имеющих ось симметрии (например, линия с горизонтальным расположением проводников), вычислительная сложность расчетов может быть заметно снижена, либо такие случаи могут целиком рассматриваться как транспонированные.
Трехфазная транспонированная линия. Этот случай наиболее часто встречается на практике. Решить задачу модальной декомпозиции для него возможно аналитическим путем. Однако следует специально отметить некоторые особенности этого случая.
Размерность многопроводной системы 
n = 3. Различных собственных чисел  будет всего два. Иными словами, будет иметься пара кратных собственных чисел 2 = 3 и одно некратное собственное число 1. Наличие кратных собственных чисел требует использования обобщенной модальной теории и, как следствие, приведения к жордановой форме [1].
Факторизации (матричному разложению) необходимо подвергнуть симметрическую (относительно главной диагонали) матрицу вида (9).
Собственные числа матрицы (9) имеют значения:

 				          (10)

				          (11)
Собственное число (10) имеет алгебраическую кратность m = 1. Его геометрическая кратность – s = 1. Оно характеризует «земляной» волновой канал. Этому каналу свойственно значительное затухание и относительно малая скорость распространения.
Собственное число (11) характеризуется m = 2 и s = 2, а также отсутствием обобщенных собственных векторов. Ему соответствует пара «воздушных» волновых каналов. В виду того, что их постоянные распространения будут совпадать, а их собственные вектора не будут определяться уникальным образом, для целей ВОМП эти каналы необходимо рассматривать только вместе.
Жорданова форма матрицы (9) будет представлять собой два жордановых блока, соответствующих собственным числам (10)–(11). Жорданов блок J(1) будет состоять из одной жордановой клетки, жорданов блок J(2 = 3) – из двух жордановых клеток:

   (12)
Структура (12) представляет собой диагональную матрицу. Математически такая форма объясняется тем, что алгебраическая кратность m совпадает с геометрической кратностью s для кратного собственного числа 
2 = 3. В этом случае каждому такому собственному числу соответствует не единственным образом определяемый собственный вектор, а линейное подпространство [1].
Обычно в этом случае собственные вектора определяются, исходя из удобства физической интерпретации, следующим образом [2]:
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Столбцы матрицы (13) отображают форму участия волновых каналов в данном фазном проводе. Строки матрицы (14) отображают форму участия фазных сигналов в формировании сигнала данного волнового канала.
Можно наблюдать, что первый столбец (собственный вектор) матрицы (13) имеет тождественные по абсолютной величине и полярности значения (напряжения, токи, заряд, энергия). Физически такая картина характеризует возврат через землю.
Второй столбец матрицы (13) показывает, что второй провод не принимает участия в формировании первого волнового канала. Только первый и третий провода формируют контур распространения первого воздушного канала. Возврат первого волнового канала будет осуществляться через третий провод.
Третий столбец матрицы (13) демонстрирует, что полярность сигнала в первом и третьем проводах противоположна полярности сигнала во втором проводе. Сигнал второго волнового канала будет распространяться через первый и третий провода. Возврат будет осуществляться через второй провод.
Подобная интерпретация может быть приведена и для строчек выражения (14).
Следует отметить, что матрицы (13)–(14) показывают значительную аналогию с симметричной системой координат, применяемой в методе симметричных составляющих. В частности, хорошо видно, что земляному каналу в модальной системе координат точно соответствует нулевая последовательность в симметричной системе координат.
Численные методы. Решить задачу отыскания фазо-модальных преобразований аналитически (кроме некоторых частных случаев) не представляется возможным. Это относится практически ко всем случаям нетранспонированных линий и к транспонированным линиям, имеющим более трех волновых каналов. Требуется использовать аппарат численных методов.
В качестве инструмента проведения численных расчетов используется MATLAB. Выбор данного программного продукта обусловлен тем, что используемые в нем алгоритмы линейной алгебры более чем за 30 лет своего существования показали высокую эффективность и надежность. Кроме того, пакеты расширений MATLAB Coder и Fixed-Point Designer позволяют портировать созданный в MATLAB m-код (с плавающей точкой) в целочисленный С-код. Таким образом, обеспечивается возможность применения полученных алгоритмов непосредственно в микропроцессорных терминалах релейной защиты.
Отметим, однако, что путь численного решения порождает свои трудности. В частности, расчет производится для каждой частотной составляющей независимо от других частотных составляющих. Искомый спектр получают объединением результата расчета по каждой частотной составляющей. Как следствие, возникают проблемы разбора волновых каналов и нормирования собственных векторов. Природа и эффективное решение первой проблемы представлены в [3]. Вторая проблема и ее решение представлены ниже.
Матрица собственных векторов TU (или TI) не является определенной однозначно [4]. Она получается с точностью до постоянных, не равных нулю множителей, одинаковых для всех членов каждого столбца [5]. Умножение этой матрицы на произвольную диагональную невырожденную нормирующую матрицу N не повлияет на пропорциональность напряжений (токов) между собой [1].
Существует множество различных способов нормирования матриц собственных векторов. Наиболее часто применяется единичное эрмитово нормирование [1]. В целом же, выбор способа нормирования должен проводиться исходя из удобства истолкования физических процессов.
Заметим, что нормирование никак не повлияет на матрицу постоянных распространения
	

	(15)


Однако матрицы параметров исходной системы уравнений (1)–(2) в модальной системе координат ZM и YM все же будут зависеть от способа нормировки [1]:
	

	(16)

	

	(17)


Решение в фазной системе координат не будет никак зависеть от нормирования [1]. Нормирование оказывает влияние лишь в модальной области.
Разложение на собственные вектора и числа в MATLAB осуществляется функцией eig. Собственные вектора нормированы и имеют единичную норму. Решение математически верное. Однако напрямую его применить для обратного преобразования Фурье нельзя.
Действительно, параметры многопроводной линии имеют сложную зависимость от частоты. На одной части спектра может преобладать действительная часть, на другой – мнимая. Собственные вектора будут иметь вытекающее из этого поведение. В силу этого, указанный тип нормирования приводит к тому, что действительная и мнимая части масштабируются. В результате будет иметься множество скачков. Следовательно, требуется осуществить корректирующее нормирование полученного спектра целиком. Целью данной операции является обеспечение максимальной гладкости действительной и мнимой частей спектра собственных векторов.
Для этого предлагается итеративно использовать механизм безусловной нелинейной оптимизации по N следующим образом:
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где k – индекс столбца матрицы фазо-модальных преобразований; i – индекс текущего отсчета по частоте .
В качестве начального приближения предлагается использовать единичное значение. Такой выбор соответствует предположению, что изменение нормирования не требуется. В этом случае решение будет получено максимально быстро. Процедуру оптимизации (18) следует применять не целиком к матрице фазо-модальных преобразований, а к ее столбцам (собственным векторам).
После того как определено значение N для отсчета «i+1», необходимо произвести корректирующее нормирование этого отсчета:
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Далее осуществляется переход к следующей итерации. Теперь отсчет (19) получает индекс «i» по выражению (18).
Заметим, что процедура оптимизации не всегда позволяет получить решение без скачков. При некоторых параметрах системы невозможно отыскать приемлемую величину N. Однако путем внесения малых изменений (метод малых возмущений) в произведение Z() и Y() обойти эту трудность представляется возможным [6].
Отметим, что в [7] предлагается осуществить модальную декомпозицию системы уравнений (1)–(2) с помощью метода Ньютона-Рафсона. Данный метод позволяет решить проблемы разбора волновых каналов и нормирования. Однако его реализация фактически требует написания пользовательского кода решения проблемы разложения на собственные вектора и числа. Подобный путь видится неэффективным.
Исследования показали, что результат корректировки нормирования позволяет получить пригодную для применения обратного преобразования Фурье зависимость действительной и мнимой частей фазо-модальных преобразований от частоты. Полученные характеристики мало меняются с вариацией частоты. Спектры фазо-модальных преобразований можно считать в значительной степени константными на достаточно широком диапазоне частот. С практической точки зрения интерес представляет диапазон частот, которые способны пропустить измерительные трансформаторы [8]. В пределах этого диапазона можно произвести усреднение. Это позволит получить константную матрицу, характеризующую данную многопроводную систему. Для физической наглядности решения полученный результат нормируется относительно какой-либо строки (провода). Это можно сделать, если все члены базисной строки не равны нулю. Обычно за базисную удобно принимать первую строку [5].	
Трехфазная нетранспонированная линия. Продемонстрируем предложенный механизм расчета фазо-модальных преобразований на конкретных примерах. В качестве таковых выберем линию, имеющую симметрию относительно средней фазы (рис. 2), и линию, имеющую значительную степень несимметрии (рис. 3). Типы проводов (АС-185/24) и параметры земли ( = 0,01 См/м;  = 10) для обоих случаев принимаются одинаковыми. Параметры опор приведены в таблице. 
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Параметры исследуемых опор

	Наименование
	Характерная особенность
	Параметры, м

	ПС10П-17БМ
	Симметрия относительно центральной фазы
	d12 = 2,3;   d13 = 4,6; d23 = 2,3;     h1 = 10,7; h2 = 10,7;     h3 = 10,7

	ПС35/110ПУ-2.110
	Значительная степень 
несимметрии
	d12 = 0;         d13 = 4,6; 
d23 = 4,6;      h1 = 14,3; 
h2 = 18,9;     h3 = 14,3



Результат расчета линии, имеющей симметрию относительно средней фазы, представлен следующими выражениями:

 
          (20)

					          (21)


          (22)

					          (23)
Результат расчета линии, имеющей значительную степень несимметрии, представлен следующими выражениями:

					          (24)

					          (25)

					          (26)

					          (27)
Линия ПС35/110ПУ-2.110 не имеет оси симметрии ни в одной из плоскостей. Кроме того, можно заметить, что для последней линии формирование воздушных волновых каналов происходит несколько иначе. Эта особенность наиболее ярко выражена для второго воздушного волнового канала. Наличие несимметрии практически не влияет на формирование земляного канала. Помимо обозначенных особенностей, заметим, что матрицы фазо-модальных преобразований для тока и напряжения нетранспонированной линии, в отличие от случая транспонированной линии, становятся несколько различными между собой.
Следует отметить, что результат (24)–(27) получить непосредственно с помощью (18) не представляется возможным. Значительная степень несимметрии приводит к тому, что определить подходящее значение N не удается. И действительная и мнимая части фазо-модальных преобразований не будут иметь форму, пригодную для использования с обратным преобразованием Фурье.
Эксперименты во временнóй области показали, что успешно обойти эту проблему можно как с помощью введения малых поправок в исходные данные, так и за счет использования усредненного значения спектра на интересующем нас диапазоне. В обоих случаях результат является пригодным с точки зрения ВОМП. Однако вычислительно первый путь значительно тяжелее, поэтому предлагается проблемы подобного рода решать вторым путем.
Временнáя область. Фазо-модальные преобразования многопроводной линии рассчитываются в частотной области. Анализ сигналов, прежде всего волновых, необходимо проводить во временнóй области в модальной системе координат. Ввиду этих особенностей, необходимо использовать свертку следующего вида:
	

	[bookmark: _Ref365635829]  (28)


где X – сигнал напряжения (тока) в фазной системе координат; Y – сигнал напряжения (тока) в модальной системе координат; T–1 – фазо-модальное преобразование для напряжения (тока); s – размерность многопроводной системы; k – номер волнового канала.
В случае, когда фазо-модальное преобразование является чисто действительным (либо с пренебрежимо малой мнимой частью), расчет свертки можно производить тривиально. Однако в общем случае необходимо принимать во внимание ненулевое значение мнимой части. Как следствие, требуется отыскать Фурье-оригинал модально-фазного преобразования и рассчитать интегральное преобразование вида (28).
Численный расчет свертки может быть выполнен путем использования алгоритма быстрого прямого (FFT) и обратного (iFFT) преобразований Фурье (БПФ). Современные терминалы релейной защиты оснащаются многоядерными сигнальными процессорами (DSP). Реализация алгоритма БПФ на процессорах такого типа в настоящее время не представляет никаких сложностей. Расчеты можно производить фактически в режиме реального времени.
Значительной оптимизации можно добиться распараллеливанием задачи по ядрам DSP. При этом следует учесть накладные расходы на диспетчеризацию. Импульсная характеристика (оригинал фазо-модального преобразования), по сущности, является уставкой. Нет необходимости производить ее расчет для анализа каждого конкретного сигнала. Достаточно осуществить расчет такой характеристики только один раз. В ядра требуется передавать лишь актуальный фазный сигнал.

Заключение

Для проведения анализа волновых процессов в многопроводных линиях с применением модальной системы координат необходимо определить фазо-модальное преобразование. Расчет этого преобразования для нетранспонированных линий произвольной размерности может быть выполнен лишь численными методами. Однако использование численных методов порождает некоторые трудности.
Предложенная методика позволяет обойти эти трудности и получить константную матрицу фазо-модальных преобразований, не ограничиваться только лишь транспонированными трехпроводными линиями, а использовать аппарат модальной декомпозиции для нетранспонированных линий любой размерности, например двухцепной линии с грозозащитными тросами.
В целом, как показали эксперименты во временнóй области, применение константного фазо-модального преобразования для целей ВОМП является допустимым. Однако применять эти преобразования для получения сигналов в фазной системе координат из сигналов в модальной системе координат некорректно.
Предложенная методика разработана в виде m-кода, который с помощью инструментария MATLAB может быть портирован в микропроцессорные терминалы релейной защиты.
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