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Авторское резюме 

 
Состояние вопроса: Одним из главных направлений развития современных САПР является разработка и со-
вершенствование систем для решения инженерных задач моделирования и анализа физических процессов в 
технических устройствах. Существующие пакеты для решения подобных задач отличаются закрытостью, слож-
ностью в использовании и высокой стоимостью. Альтернативный подход состоит в использовании программных 
компонентов и библиотек с открытым кодом для решения полевых задач. В связи с этим актуальной является 
проблема разработки эффективных решателей с открытым кодом для этих библиотек. 
Материалы и методы: Для расчета магнитного поля и ускорения работы итерационного решателя использова-
ны библиотека конечно-элементного моделирования EMLib и технология параллельных вычислений Cuda на 
графических процессорах nVidia. 
Результаты: Разработан математический аппарат итерационного решателя библиотеки конечно-элементного 
моделирования магнитного поля EMLib. Предложены способы ускорения работы итерационного решателя с ис-
пользованием экспоненциальной экстраполяции для поиска ожидаемого решения и путем распараллеливания 
алгоритма в технологии Cuda. 
Выводы: Разработанный итерационный решатель библиотеки конечно-элементного моделирования целесооб-
разно использовать при решении задач расчета физических полей на мелких сетках, а также в трехмерной по-
становке. 
Ключевые слова: конечно-элементная модель, магнитное поле, прямые и итерационные решатели систем мо-
делирования физических полей, технология параллельных вычислений Cuda. 
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Abstract 

 
Background: One of the main directions in modern CAD development is creating and improving systems of engineering 
simulation and analysis of physical processes in technical devices. The existing packages for such tasks are rather 
closed, difficult to use and expensive. An alternative approach is to use open-source software components and libraries 
to solve the field problems. Therefore, it is urgent to develop effective open source problem solvers for these libraries. 
Materials and methods: The finite-element modeling library EMLibIn and Cuda technology of parallel computing on 
graphics processors nVidia are used to calculate the magnetic field and to speed up the iterative solver. 
Results: We have developed mathematical tools of the iterative solver of the magnetic field finite element modeling 
library EMLib and suggested the ways of speeding up the iterative solver operation by using exponential extrapolation to 
find expected solutions and by parallelizing algorithms in Cuda technology. 
Conclusions: The developed iterative solver of the finite element modeling library should be used in solving problems of 
physical field calculation in fine grids, as well as in a three-dimensional setting. 
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Одним из главных направлений развития 
современных САПР является разработка и со-
вершенствование CAE-систем (Computer-aided 
engineering), предназначенных для решения 
различных инженерных задач, в частности, за-
дач моделирования и анализа физических про-
цессов в технических устройствах. Так, среди 
CAE-систем, используемых при проектировании 
электрических машин и аппаратов, наибольшую 
популярность в России получили пакеты 
ANSYS, Maxwell, Comsol, ElCut. Однако высокая 
конкуренция на рынке вынудила их разработчи-

ков отойти от базовых принципов создания 
САПР – открытости, совместимости и развития. 
К недостаткам этих систем можно также отне-
сти их высокую стоимость.  

Определенную альтернативу данным сис-
темам могут составить программные компонен-
ты с открытым кодом, которые могут быть вне-
дрены в разрабатываемое приложение, обес-
печивая его функционалом для решения поле-
вых и цепных задач. Так, в настоящее время в 
открытом пользовании имеется достаточное 
количество библиотек, обеспечивающих разра-
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ботчика программного обеспечения средствами 
численной математики, с помощью которых 
можно создавать собственные наукоемкие про-
граммные продукты, в частности, модели физи-
ческих процессов в технических устройствах. 
Анализ тенденции роста доступности библио-
тек численной математики показывает, что при-
ходит время, когда доступными для открытого 
использования при разработке собственных 
программных средств станут средства для ре-
шения задач математической физики. 

Например, в ИГЭУ на протяжении многих лет 
развивается технология численного моделирова-
ния электромеханических устройств, основанная 
на комбинировании компонентов для расчета фи-
зических полей и цепей на базе открытых мате-
матических пакетов или разрабатываемых поль-
зовательских приложений [1, 2]. Базовым компо-
нентом для реализации данной технологии явля-
ется библиотека конечно-элементного моделиро-
вания магнитного поля EMLib, разработанная и 
развиваемая в ИГЭУ [3, 4, 5]. С помощью данной 
библиотеки были созданы программные средства 
для численного моделирования физических про-
цессов в торцевых синхронных генераторах [6], 
коллекторных машинах [7], асинхронных двигате-
лях [8, 9], реакторах из ленты [10], силовых 
трансформаторах [11], магнитожидкостных гер-
метизаторах [12] и т.п. 

Библиотека EMLib поставляет в базовое 
приложение функции, с помощью которых мо-
жет быть сгенерирована и исследована в соот-
ветствии с заданным программным кодом 
двухмерная конечно-элементная модель квази-
стационарного магнитного поля в плоскопарал-
лельной или осесимметричной постановке с 
учетом нелинейности магнитных характеристик 
ферромагнитных сред. Задача минимизации 
функционала в расчетной области сводится к 
решению системы нелинейных алгебраических 
уравнений, решаемых методом Ньютона, на 
каждом шаге итераций которого решается ме-
тодом Холесского линейная система уравне-
ний. Развитие данной библиотеки ведется как в 
сторону оптимизации алгоритма, так и в сторо-
ну увеличения количества узлов конечно-
элементной сетки (количества уравнений). 

Из теории известно, что при использовании 
прямых методов решения систем алгебраиче-
ских уравнений с ростом количества уравнений 
время решения и требуемый для хранения 
матрицы коэффициентов объем памяти возрас-
тают в квадратичной зависимости. Это накла-
дывает ограничение на количество узлов ко-
нечно-элементной сетки. Поэтому при количе-
стве узлов в миллион и более целесообразно 
переходить на итерационные решатели. 

Наиболее просто итерационная формула в 
методе конечных элементов реализуется при 
решении задачи Лапласа, т.е. при отсутствии 
источников поля.  

В методе конечных элементов расчетную 
область разбивают на треугольные элементы 
таким образом, чтобы границы раздела сред 
совпадали со сторонами треугольников. При 
этом для каждого i-го узла конечно-элементной 
сетки справедлив закон полного тока – цирку-
ляция напряженности магнитного поля H  по 
замкнутому контуру L равна потоку вектора 
плотности тока j  через поверхность S: 

.
L S

HdL jdS=∫ ∫      (1) 

При отсутствии источников тока выражение 
(1) принимает вид 

1
0,

iN

k
HdL

∆

=

=∑      (2) 

где N∆i – количество треугольных элементов 
вокруг i-го узла конечно-элементной сетки.   

Если в качестве контура интегрирования L 
выбрать окружность с произвольным радиусом 
r (рис. 1), то уравнение (2) примет вид 

, , ,
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где ,i kα  – угол k-го элемента при i-м узле; ,i kB⊥  – 
составляющая магнитной индукции в k-м элемента 
при i-м узле, перпендикулярная вектору ,i kr , со-
единяющему i-й узел с центром дуги.   

 
Рис. 1. Фрагмент конечно-элементной сетки 
 

Принимая допущение о линейном распреде-
лении векторного магнитного потенциала в об-
ласти треугольного элемента и одинаковом зна-
чении индукции внутри элемента, составляю-
щую магнитной индукции, перпендикулярную 
вектору ,i kr , можно найти как плотность магнит-
ного потока, пронизывающего контур, образо-
ванный данным вектором вдоль оси z, перпен-
дикулярной плоскости расчетной области: 

( ) , ,2 , ,3
, , , ,1

' '1 1' ,
2

i k i k
i k i k i i k

A A
B A A A

r r⊥
+ 

= − = − 
 

     (4) 

где Ai,k,1 = Ai; 
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( ), ,2 , ,1 , ,2 , ,1
, ,2

' ;i k i k i k i k
i k
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( ), ,3 , ,1 , ,3 , ,1
, ,3

' .i k i k i k i k
i k

rA A A A
r

= + −   (6) 

Здесь ri,k,2 и ri,k,3 – длины сторон k-го элемента 
при i-м узле. 

После подстановки (5), (6) в (4) получаем 

, ,2 , ,3
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, ,2 , ,3 , ,2 , ,3
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Подставляя (7) в (4), получаем 
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Уравнение (8) можно преобразовать к виду 
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где Ni – количество соседних узлов вокруг i-го 
узла. 

В числителе (9) стоит сумма по узлам, ок-
ружающим i-й узел, а в знаменателе – сумма по 
элементам вокруг i-го узла. 

При наличии источников тока задача ус-
ложняется. Опуская промежуточные выкладки, 
уравнение (1) можно преобразовать к виду  
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где Ai – векторный магнитный потенциал i-го 
узла; Aik – векторный магнитный потенциал k-го 
узла, соседствующего с i-м узлом; Ni – количе-
ство узлов вокруг i-го узла;  
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           (12) 
где N∆i – количество элементов вокруг i-го узла; 
µi,k – магнитная проницаемость в k-м элементе 
вокруг i-го узла; ji,k – плотность тока в k-м эле-
менте вокруг i-го узла; r – номер, под которым  
i-й узел встречается в описании k-го элемента 
вокруг i-го узла (нумерация узлов элемента 
осуществляется против часовой стрелки); в ну-
мерации коэффициентов s первый индекс со-
ответствует номеру i-го узла, второй индекс – 
номеру элемента вокруг этого i-го узла (данный 
номер совпадает с номером j узла, образующе-
го с i-м узлом ребро, от которого данный эле-
мент выстраивается против часовой стрелки, 

(j–1)-й номер соответствует элементу, постро-
енному от данного ребра по часовой стрелке). 

Коэффициенты (si,k)r,p и (si,k)r,q являются 
элементами матрицы 
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                (13) 
которая вычисляется как 

, , , ,T
i k i k i k=s B B                           (14) 

где матрица производных для k-го элемента 
вокруг i-го узла 
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находится из условия 
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где матрица значений векторного магнитного 
потенциала имеет вид 
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i k i k i k i kA A A=A              (17) 

Частные производные 
,i k

A
X
∂
∂

 и 
,i k

A
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∂

 в k-м 

элементе вокруг i-го узла в (16) ввиду линейной 
конечно-элементной аппроксимации области 
имеют одинаковое значение во всех точках 
элемента. 

Элементы матрицы B в (15) вычисляются 
по формулам: 
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где Xi,k,r и Yi,k,r – координаты r-го узла k-го тре-
угольного элемента вокруг i-го узла; коэффици-
енты p и q вычисляются по (12). 

Площадь k-го треугольного элемента вокруг 
i-го узла S∆i,k в (11) и (16) рассчитывается по 
формуле 

,1 ,1, ,

, ,2 ,2, ,

,3 ,3, ,

1
1 1 ,
2

1

k ki i

i k k ki i

k ki i

X Y
S X Y

X Y
∆ =              (19) 

Алгоритм решения систем уравнений  
(9)–(10) основан на итерационной формуле 

( ), 1 , , , , ,
1

,
iN

i t i t i t i i j i j i tt
j

A A F A K A+
=

 
 = + α − −
 
 

∑          (20) 

где t – номер итерации; αi,t – коэффициенты 
релаксации, выбор которых зависит от приня-
той схемы итерационного процесса.  

Задача решается методом итераций по уз-
лам. Данный алгоритм реализован в программ-
ном коде и протестирован на нескольких зада-
чах, в том числе с учетом нелинейности кривой 
намагничивания стали. 
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Главным недостатком итерационных мето-
дов решения систем алгебраических уравнений 
является медленная сходимость расчетного 
процесса. Для ускорения сходимости был ис-
пользован прием, заключающийся в аппрокси-
мации значений векторного магнитного потен-
циала в каждом i-м узле экспонентой вида 

, 0( )
, , , ,i tk t t

i t i t i tA a e b− −= ⋅ +                   (21) 
где 

2

2

,i

i

d A
dt

k
dA
dt

 
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 = −
 
 
 

   ,i
i

dA
dtb A
k

 
 
 = +    .ia A b= −       (22) 

 
Рис. 2. Аппроксимация значений векторного магнит-
ного потенциала в i-м узле экспонентой 

 
Рис. 3. Реализация скачков итерационного процесса 

 

 
Рис. 4. Ход итерационного процесса при ускорении с 
использованием экспонент 
 

Так как экспонента для каждого i-го узла в 
процессе итераций асимптотически стремится к 

значению bi (рис. 2), то после определения зна-
чений коэффициентов (22) можно реализовать 
скачок 

, 1 ,i t iA b+ =                              (23) 
что существенно ускоряет процесс. Одного 
скачка недостаточно, поэтому итерационный 
процесс в итоге складывается из нескольких 
интервалов, на которых итерации осуществля-
ются естественным путем с последующим вы-
числением коэффициентов (22), после чего 
осуществляется скачок (рис. 3). В результате 
приближение значения векторного магнитного 
потенциала для i-го узла к точному значению 
принимает вид, показанный на рис. 4. 

Для устранения «шумов» вычисление про-
изводных первого и второго порядков в (22) 
осуществляется по усредненным значениям. 
Для этого интервал естественных итераций де-
лится на пять подинтервалов, на которых ус-
редняются значения Ai. По усредненным значе-
ниям рассчитываются коэффициенты (22), по-
сле чего осуществляется скачок (23). 

Тестирование представленного алгоритма 
итерационного решателя осуществлялось в 
сравнении с прямым методом решения систе-
мы линейных уравнений методом Холесского, 
реализованного в библиотеке EMLib. 

Как следует из теории и как показывает ис-
следование, итерационные алгоритмы решения 
систем уравнений работают существенно мед-
леннее, чем прямые, но только при малом ко-
личестве уравнений N. С ростом N время ре-
шения прямыми методами растет квадратично, 
в то время как время решения прямыми мето-
дами растет практически линейно. Поэтому, 
например, на тестовой задаче расчета магнит-
ного поля проводника с током время решения 
обоими решателями становится одинаковым 
при N = 140000 (рис. 5).  

  

 
Рис. 5. Зависимости времени решения тестовой за-
дачи прямым (1) и итерационным (2) методами от 
количества уравнений в системе 
 

Однако многое при этом определяется по-
становкой задачи. Так, в тестовом примере, 
когда проводник с током окружен ферромагнит-
ным сердечником, итерационный алгоритм су-
щественно уступил по скорости прямому, и 

t, с 

N 
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время решения обоими решателями сравня-
лось только при N = 1800000. Так как библиоте-
ка EMLib не позволяет организовать решение 
прямым методом систем уравнений при таких 
N, кривая T = f(N) выстраивалась путем экстра-
поляции экспериментально полученной зави-
симости. 

Все это говорит о том, что итерационные 
решатели становятся конкурентоспособными, 
по сравнению с прямыми, только при условии 
ускорения расчетов с использованием совре-
менных технологий параллельных вычислений. 
В настоящее время для этого широко исполь-
зуется технология Cuda, позволяющая задейст-
вовать для математических операций графиче-
ские ускорители на многопроцессорных видео-
картах nVidia. Распараллеливание прямых ме-
тодов решения систем алгебраических уравне-
ний в данной технологии не приводит к сущест-
венному выигрышу во времени. Выигрыш полу-
чается именно при использовании итерацион-
ных алгоритмов. 

Главная проблема, возникающая при рас-
параллеливании алгоритмов в технологии 
Cuda, состоит в опасности одновременного об-
ращения к одним и тем же переменным из раз-
ных нитей (процессов). Для устранения данной 
проблемы помимо векторов значений векторно-
го магнитного потенциала Ai в узлах и значений 
коэффициентов (11) в оперативной памяти на 
графической карте формируются дополнитель-
ные матрицы, в частности, матрица значений Aij 
в соседних узлах, что позволяет рассчитать Ai 
по (9)–(10) в рамках адресного пространства 
одной нити. Матрица Aij заполняется после ка-
ждой итерации новыми значениями, получае-
мыми из вектора Ai (рис. 6). При этом, для того 
чтобы не допустить одновременного обраще-
ния к одной и той же ячейке вектора Ai из раз-
ных нитей, на этапе подготовки данных для 
итерационного решателя формируется допол-
нительная матрица номеров соседних узлов. 
Особенность этой матрицы в том, что в каждой 
ее строке присутствуют уникальные номера уз-
лов конечно-элементной сетки. По этим номе-
рам обращение к элементам вектора Ai может 
осуществляться одновременно из разных ни-
тей. Описанная технология распараллеливания 
итерационного алгоритма позволяет достичь 
ускорения в kNp раз, где k = 0,1–0,5 – коэффи-
циент, зависящий от оптимальности программ-
ного кода; Np – количество графических про-
цессоров на видеокарте (на современных ви-
деокартах Np = 100–1000). 

 
Рис. 6. Распределение адресного пространства на 
графической карте в целях ускорения работы итера-
ционного решателя 
 

Заключение 
 

Разработанный итерационный решатель 
библиотеки конечно-элементного моделирова-
ния может быть использован при решении за-
дач расчета магнитного поля при количестве 
узлов конечно-элементной сетки от миллиона и 
выше. Разработка данного решателя позволит 
распространить функционал библиотеки на ре-
шение задач расчета трехмерных полей. В на-
стоящее время осуществляется оптимизация 
программного кода в целях ускорения вычисле-
ний в технологии Cuda. 
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