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Авторское резюме 
 
Состояние вопроса: В прикладных задачах большой интерес представляет динамический расчет трубопрово-
дов высокого давления в гидравлических системах машин. В связи с тем, что под действием вибрационной на-
грузки трубопровод может совершать как плоские, так и  пространственные колебания и для различных режимов 
движения характерны качественно различные поля напряжений и, соответственно, различные прочностные ха-
рактеристики, актуальным является решение проблемы поиска всех режимов движения, что позволит более объ-
ективно оценить работу реального трубопровода. 
Материалы и методы: Математическая модель пространственных нелинейных колебаний трубопровода построе-
на на основе уравнений механики твердого деформируемого тела. Решение задачи получено методом Бубнова–
Галеркина с учетом нескольких форм колебаний и нескольких гармоник в отрезке ряда Фурье. Для численного по-
строения амплитудно-частотных и фазочастотных характеристик использовался метод продолжения решения по 
параметру. Проверка основных теоретических положений выполнена на экспериментальном стенде для исследо-
вания вынужденных колебаний трубопровода, представляющем собой физическую модель трубопровода. 
Результаты: Разработаны методика и комплекс программ для расчета нелинейных колебаний трубопровода. 
Проведены теоретические и экспериментальные исследования пространственных нелинейных колебаний участ-
ка трубопровода с учетом давления жидкости, начального прогиба  и геометрической нелинейности, обуслов-
ленной неподвижными в продольном направлении опорами.  
Выводы: Предложенные алгоритмы расчета целесообразно использовать при проектировании систем трубо-
проводов в инженерных конструкциях. 
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Abstract 
 
Background: In applied problems the dynamic calculation of high pressure pipelines in hydraulic systems of vehicles is 
of great interest. Under the influence of vibrating load acting in the same plane, at the big fluctuation amplitudes pipeline 
can be both flat and spatial variation. For different modes of movement qualitatively different stress fields are typical and 
consequently different strength characteristics. The solution to the problem of finding all the modes of movement will 
allow objectively assessing the real line. 
Materials and methods: The mathematical model of three-dimension nonlinear oscillations of the pipeline is based on the 
equations of mechanics of deformable solid body. The Bubnov – Galerkin method helps to solve the problem in accordance 
with several forms of variation and multiple harmonics in the range of Fourier series. For the numerical construction of am-
plitude-frequency and phase-frequency characteristics the continuation method was used. The theoretical provisions verifi-
cation is implemented under the test-bed for research of forced vibration of pipeline that is a physical model of the pipeline. 
Results: The methodology and software system for calculation of nonlinear oscillations of the pipeline were designed. 
Theoretical and experimental studies of spatial nonlinear oscillations pipeline section in view of the fluid pressure, initial 
curvature and geometrical non-linearity due to fixed in the longitudinal direction bearings are conducted. 
Conclusions: The proposed calculation algorithm is useful when designing piping systems within engineering construction. 
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Исследование пространственных нелиней-
ных колебаний стержня с неподвижными шарнир-
ными опорами и стержня с двумя жесткими задел-
ками показало, что существует взаимосвязь коле-
баний в двух ортогональных направлениях, что 
свидетельствует о наличии плоских и пространст-
венных форм движения стержня [1–5]. Для вынуж-

денных колебаний в окрестности главного резо-
нанса существует диапазон частот, при которых 
возможны как устойчивые колебания в одной плос-
кости с внешней нагрузкой, так и пространствен-
ные. В последнем случае результирующее движе-
ние поперечных сечений стержня происходит по 
эллипсу. При колебаниях трубопровода с непод-
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вижными опорами также существует нелинейная 
взаимосвязь колебаний в двух ортогональных на-
правлениях, что приводит к неоднозначности ре-
шений [6–9]. Важной составляющей обеспечения 
надежности трубопроводной системы современных 
машин при эксплуатации является расчет всех ре-
жимов движения трубопровода.  

Для решения поставленной проблемы 
сформулирована краевая задача о колебаниях 
трубопровода с неподвижными в продольном 
направлении опорами, начальным прогибом и 
наличием давления жидкости. Система диффе-
ренциальных уравнений, описывающая вынуж-
денные колебания трубопровода в двух ортого-
нальных плоскостях, имеет следующий вид: 
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 где v, w – безразмерные перемещения точек оси 

трубопровода вдоль осей y и z; v0(x), w0(x) – на-
чальный прогиб в плоскостях xy и xz соответствен-
но, отнесенный к длине трубы L; ε0  – деформация 
оси стержня; штрихами обозначено дифференци-
рование по безразмерной координате x, направ-
ленной вдоль оси стержня; точками – дифферен-
цирование по безразмерному времени t* = ωIt, где 
ωI – первая собственная частота колебаний прямо-
линейной трубы; τ, σ – безразмерные коэффициен-
ты диссипации в модели внутреннего и внешнего 
трения; qv, qw  – безразмерная распределенная  
нагрузка; также введены безразмерная нелиней-
ность γ0 и безразмерное давление β: 
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где F – площадь поперечного сечения трубы; I – 
осевой момент инерции сечения (Iy = Iz = I  для 
правильных сечений в виде кольца); α – корень 
уравнения частот; p – избыточное давление ра-
бочей жидкости; r – внутренний радиус сечения; 
E – модуль упругости материала трубы; 

1( )cos( )vq x tθ + ψ  и 2( )cos( )wq x tθ + ψ  – внешние 
гармонические нагрузки во взаимно перпендику-
лярных направлениях.  

Система (1) дополнена граничными ус-
ловиями: для элемента трубы с двумя задел-
ками – v = w = v′ = w′ = 0 при x = 0,1; для  эле-
мента трубы с шарнирно неподвижными опо-
рами – v = w = v″ = w″ = 0  при x = 0,1. 

Для решения системы нелинейных уравне-
ний (1) и построения амплитудно-частотных (АЧХ) 
и фазочастотных характеристик использовались 
метод Бубнова–Галеркина с учетом нескольких 
форм колебаний и нескольких гармоник в отрезке 
ряда Фурье и метод продолжения решения по па-
раметру. Приведенный алгоритм, включая иссле-

дование устойчивости полученных решений, реа-
лизован в пакете прикладных программ [10]. 

Исходные данные о решаемой краевой за-
даче заносятся пользователем в файл данных. 
Операторы дифференциальных уравнений в ча-
стных производных (1) записываются в виде 

( , , , ) 0.iL v w x t =         (2) 
Согласно методу Бубнова–Галеркина, ре-

шение представляется в виде 
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где Vp(x) – базисные функции по координате,  
которые должны быть линейно  независимыми 
при любых Р, удовлетворять всем граничным 
условиям и быть представительными, т.е. любая 
допустимая функция должна аппроксимировать-
ся данной системой функций с заданной степе-
нью точности. 

Для элемента трубы с шарнирно-неподвиж-
ными опорами ( ) sin ,pV x p x= π  1,2...p = .  

Для элемента трубы с жесткими опорами 
[

],
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где α = 4,730, V* = 0,0173 – для первой формы 
колебаний; α = 7,853, V* = 0,0007776 – для второй 
формы колебаний; α = 10,955, V* = 0,0000335 – 
для третьей формы колебаний трубопровода и 
т.д. Формы колебаний нормированы из условия 

1 2
0

1pV dx =∫ . 

Начальный прогиб трубопровода v0 и w0 
также раскладывается по базисным функциям. 
Полагаем, что начальный прогиб совпадает с 
первой базисной функцией: 
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Подставляя (3) и (4) в уравнения (2) и удов-
летворяя условиям ортогональности к базисным 
функциям по координате, получаем систему не-
линейных уравнений относительно вектор-
функции , ( )s n tϕ  (s = 1,2; n = 1, 2, …, N; N = P). Не-
известная вектор-функция Т-периодических ре-
шений записывается в виде отрезка ряда Фурье: 
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1
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Удовлетворяя условиям ортогональности к 
базисным функциям по времени, получаем сис-
тему нелинейных уравнений относительно часто-
ты и амплитуд колебаний As,n,m: 
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Индекс i соответствует номеру уравнения 
(2); k – номеру слагаемого в уравнениях (3); p, q – 
номерам базисных функций в условиях ортого-
нальности по функциям координат и времени; s – 
номер перемещений v и w в уравнениях (1); n – 
номер базисной функции в разложении по коор-
динате (3); m – номер базисной функции в разло-
жении по времени (5). Число неизвестных равно 
2PM и совпадает с числом уравнений системы. 
Многомерные массивы D и S формируются мето-
дом прямого численного интегрирования. Практи-
чески все интегралы могут быть получены анали-
тически, однако использование численных мето-
дов позволяет избавиться от рутинных выкладок. 

Решение начинается с точки 0 0, nmAθ   
(n = 1, 2,…, N; m = 1, 2,…, M), которая должна 
быть решением системы (6). Как правило, такую 
точку всегда можно найти из решения линейной 
задачи для малых амплитуд колебаний. Если 
среднеквадратичная относительная погрешность 
решения меньше допускаемой точности r0, то 
процесс вычислений продолжается. По заданному 
значению ведущей переменной j∆θ или одному из 

j
nmA∆  определяются остальные приращения не-

известных и, соответственно, находятся частоты и 
амплитуды колебаний. Если погрешность больше 
допускаемой, то делается попытка уменьшить шаг 
ведущей переменной. В силу неоднозначности 
получаемых амплитудно-частотных зависимостей, 
это не всегда приводит к успеху. В этом случае в 
качестве ведущей переменной принимается та, 
изменение которой было максимальным на пре-
дыдущем шаге. В особых точках определитель 
системы (6) равен нулю и возможно ветвление 
решений. В окрестности этих точек необходимо 
проводить поиск всех возможных решений. Ис-
следование устойчивости полученных решений 
производится на основе второго метода Ляпунова 
с использованием QR-алгоритма. По результатам 
вычислений строятся АЧХ отдельных гармоник 
колебаний либо АЧХ конкретной точки элемента 
трубопровода, формы движения элемента трубо-
провода для любой точки АЧХ. 

Проверка основных теоретических положе-
ний выполнена на экспериментальном стенде для 
исследования вынужденных колебаний трубопро-
вода, представляющем собой физическую модель 
трубопровода, имеющего малую начальную кри-
визну и двустороннее жесткое закрепление. 

С помощью программного обеспечения тес-
товый сигнал синтезировался в цифровом виде, 
преобразовывался в аналоговый сигнал с помо-

щью ЦАП и подавался на усилитель мощности, 
далее на электромагнитный  вибровозбудитель, 
воздействующий на стержень. Регистрация коле-
баний производилась датчиками виброускорений 
КВ11 7083 в двух направлениях – в нормальном и 
тангенциальном. Датчики преобразовывали меха-
нические колебания стержня в электрический сиг-
нал. Производилась математическая обработка 
дискретизированного сигнала в режиме реального 
времени методом синхронной фильтрации. Выде-
лялась первая гармоническая составляющая ис-
следуемого сигнала и строились амплитудно-
частотная и фазочастотная характеристики, при 
этом измерялась разность фаз между тестовым 
сигналом и первой гармоникой вибрационного сиг-
нала. Амплитудно-частотная и фазочастотная ха-
рактеристики выводились на экран компьютера, а 
также сохранялись на жестком диске в виде файла 
текстового формата для дальнейшей обработки. 

Ниже приводятся результаты испытаний мо-
дели трубопровода (диаметр 5 мм, длина 1 м), 
имеющего начальный прогиб без сжимающей силы, 
моделирующей внутреннее давление. На рис. 1, 2 
представлены амплитудно-частотные характери-
стики модели трубопровода (внешняя нагрузка 
приложена под углом к плоскости прогиба). Кривой 
1 на рис. 1 соответствует теоретическая зависи-
мость амплитуды колебаний  в плоскости возбуж-
дения от частоты возбуждения, кривой 1 на рис. 2 – 
в плоскости, ортогональной плоскости возбужде-
ния, от частоты возбуждения. Жирными линиями 
показаны устойчивые решения, точками, наложен-
ными на кривые, – экспериментальные данные. 

Установлено, что при увеличении частоты 
возбуждения плоская форма колебаний  перехо-
дит в пространственную форму. Точки средней 
линии трубопровода совершают движение по 
эллипсу, вблизи максимума пространственной 
ветви АЧХ движение точек поперечного сечения 
происходит по окружности. Кривым соответству-
ют два решения, отличающихся вращением се-
чений в противоположных направлениях. Реше-
ния, соответствующие плоским колебаниям в 
области резонанса, являются неустойчивыми. 

 
Рис. 1. Амплитудно-частотная характеристика в плоскости 
возбуждения колебаний при β = 0 
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Рис. 2. Амплитудно-частотная характеристика в плоскости, 
ортогональной плоскости возбуждения колебаний, при  β = 0 
 

Проведено сравнение теоретических и экс-
периментальных данных для  модели трубопро-
вода, имеющего начальный прогиб со сжимаю-
щей силой (рис. 3, 4).  

В результате эксперимента (рис. 1–4 – точ-
ки разного диаметра) получены неоднозначные 
решения, характерные для нелинейных колеба-
ний трубопровода. Существует диапазон частот, 
в котором, в зависимости от внешних условий, 
возможны как пространственные, так и плоские 
режимы колебаний. На рис. 3 и 4  пространст-
венная форма колебаний представлена кривой 1 
до точки А1. В точке А1 происходит скачок, далее 
движение соответствует устойчивому решению 
А2 – А5,  при этом точки поперечного сечения со-
вершают движение по эллипсу,  при дальнейшем 
увеличении частоты возбуждающей силы – по 
окружности. В другом случае колебания трубо-
провода первоначально являются плоскими и 
происходят исключительно в плоскости возбуж-
дения колебаний.   

 

 
 
Рис. 3. Амплитудно-частотная характеристика в плоскости 
возбуждения колебаний при β = 1,4 

 

 
 
Рис. 4. Амплитудно-частотная характеристика в плоскости, 
ортогональной плоскости возбуждения колебаний, при β = 1,4 

 
На рис. 3 и 4 плоская  форма колебаний 

представлена кривой 1 от точки А3  до точки А4. 
При увеличении частоты происходит скачок на 
пространственную форму колебаний,  при этом 
точки средней линии трубопровода начинают 
движение по эллипсу с почти равными полуося-
ми. Вблизи максимума пространственной ветви 
АЧХ движение сечений происходит по окружно-
сти. Результаты теоретических расчетов хорошо 
согласуются с экспериментальными данными.  

Проведенное исследование пространствен-
ных нелинейных колебаний трубопровода позво-
ляет получить зависимости амплитуд и фаз коле-
баний от частоты внешнего возбуждения в зави-
симости от геометрических параметров задачи, 
величины избыточного давления жидкости и па-
раметров диссипации, рассчитать вибрационную 
прочность трубопровода, прогнозировать поведе-
ние исследуемой динамической системы во вре-
мени при изменении параметров движения. 
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