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Авторское резюме 

 
Состояние вопроса: Известно, что в настоящее время существенно возросли требования к точности систем 

управления, что делает актуальными методы компенсации влияния внешних воздействий. Возможности тради-
ционного метода повышения точности путем увеличения коэффициента усиления системы ограничены резким 
уменьшением степени устойчивости, т.е. робастности системы, и увеличением перерегулирования и колеба-
тельности еѐ переходных процессов. В особенности, эти ограничения проявляются в системах с управлением по 
отклонению. В целях преодоления этих сложностей был предложен метод абсолютной инвариантности, обеспе-
чивающий полную компенсацию влияния на ошибку системы любых ограниченных воздействий. Однако соответ-
ствующие системы могут быть реализованы лишь в очень редких случаях. Практически всегда могут быть реали-
зованы системы оптимального управления, но в системах этого типа ошибка лишь минимальна и не может быть 
нулевой. Таким образом, для решения задачи резкого повышения точности систем управления необходим метод 
полной компенсации влияния внешних возмущений на ошибку системы, свободный от указанных недостатков. 
Материалы и методы: Для решения задачи полной компенсации влияния внешних воздействий на ошибку сис-

темы используется свойство селективной инвариантности и принцип управления по выходу и воздействиям. Па-
раметрическая грубость свойства селективной инвариантности достигается за счет применения принципа внут-
ренних спектральных моделей, который реализуется на основе K(p)-изображений внешних воздействий. Управ-
ление по выходу и воздействиям позволяет устранить противоречивость требований по устойчивости и точности, 
а также обеспечить реализуемость устройства управления.   
Результаты: Разработан аналитический метод синтеза физически реализуемых, селективно инвариантных сис-

тем управления, в которых полностью компенсируется влияние на ошибку системы внешних воздействий с из-
вестными K(p)-изображениями. Установлено, что ошибка системы, обусловленная этими внешними воздейст-

виями, остается нулевой при отклонениях от расчетных значений большинства, кроме спектрозадающих, пара-
метров системы до тех пор, пока она остается устойчивой.  
Выводы: Управление по выходу и воздействиям с использованием принципа внутренних спектральных моделей 

позволяет аналитическим методом с применением современных информационных технологий создавать систе-
мы управления повышенного качества для различных отраслей народного хозяйства. 
 
Ключевые слова: система управления, ошибка системы, селективная инвариантность, спектральная модель, 

принцип внутренних моделей, параметрическая грубость. 
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Abstract 

 
Background: It is known that requirements for the control systems accuracy have essentially increased, which makes 

methods of external disturbance effect compensation relevant. The potential of the traditional method of improving accu-
racy by increasing the control system gains is limited by a sharp reduction in stability degree, i.e. system robustness, and 
increase in the overshooting and fluctuation of its transients. Such restrictions are particularly common in deviation con-
trol systems. It is suggested that these problems can be solved by a method of absolute invariancy ensuring full com-
pensation of the effects of any limited disturbances on the system error. However, it is extremely difficult to implement 
such systems. In real systems of optimal control the error is minimal but cannot be equal to zero. Therefore, the problem 
of significantly increasing the accuracy of control systems can be solved by a method of full compensation of the effects 
of external disturbances on the system error, and this method should not have such drawbacks. 
Materials and methods: The study employed the property of selective invariancy and the output and impact control 

principle to solve the problem of full compensation of the effect of external disturbances on system error. Parametric ro-
bustness of selective invariancy is reached by using the principle of internal spectral models realized based on K(p)-

images of external disturbances. Output and impact control eliminates the contradiction between stability and accuracy 
requirements and ensures the ability to implement the control device. 
Results: The authors have developed an analytical method of designing physically realizable, selectively invariant con-
trol systems in which the effect of external disturbances with known K(p)-images on the system error is fully compen-
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sated. They also found that the system error caused by these external disturbances remains equal to zero in case of 
deviations of most of the system parameters (except spectrum-determining ones) from the design values as long as the 
system remains stable. 
 
Conclusions: Output and impact control based on the principle of internal spectral models allows developing control sys-

tems of better quality for various branches of economy by applying the analytical and modern information technologies. 
 
Key words: control system, system error, selective invariancy, spectral model, internal model principle, parametrical 

robustness. 
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Введение. Системы автоматического 

управления (САУ), ошибки которых, обусловлен-
ные внешними воздействиями, нулевые или по-
стоянные, но достаточно малые, являются наи-
более привлекательными с точки зрения обеспе-
чения требуемых показателей качества процес-
сов управления. Одним из эффективных спосо-
бов обеспечения этих свойств является прида-
ние САУ свойства инвариантности к внешним 
воздействиям [1–3]. Как известно, существуют 
абсолютно и селективно инвариантные системы 
[1, 4, 5]. Отличительной особенностью селектив-
ной (избирательной) инвариантности системы к 
некоторому воздействию является стремление к 
нулю отклонения системы, вызванного данным 
воздействием, т.е. ошибка системы по этому 
воздействию практически равна нулю. В этом 
смысле селективная инвариантность аналогична 
свойству астатизма, но охватывает более широ-
кий класс воздействий.  

Кроме того, условия достижимости селек-
тивной инвариантности значительно мягче усло-
вий абсолютной инвариантности, что позволяет 
применять селективно инвариантные системы 
гораздо чаще. Прежде всего, для обеспечения 
селективной инвариантности не требуется изме-
рять воздействие и создавать второй канал его 
влияния на ошибку системы. С другой стороны, 
требуется априорная информация о модели воз-
действия, что является основной трудностью 
обеспечения данного типа инвариантности.  

Как известно, чаще всего синтез селективно 
инвариантных систем осуществляется с исполь-
зованием K(p)-изображения (K(D)-изображения) 
воздействий, введенного еще в 50-х годах про-
шлого века академиком В.С. Кулебакиным [2, 3]. 
При этом если в структуре устройства управле-
ния (регулятора) реализуются внутренние спек-
тральные модели внешних воздействий, то 
свойство селективной инвариантности системы 
является грубым (робастным) к большинству па-
раметров системы [6, 7]. 

В последнее время появилось довольно 
много работ, посвященных селективно инвари-
антным системам, но по отношению к гармони-
ческим воздействиям с неизвестными априори 
частотами и постоянной составляющей. При 
этом задача синтеза линейных или нелинейных 
систем управления, с полной компенсацией 
влияния таких воздействий, решается без при-
менения K(p)-изображений [8–10]. Задача по-

давления влияния внешних воздействий на 
ошибку системы с применением метода инвари-
антных эллипсоидов рассматривается в [11]. В 
этом случае возмущения могут быть любыми по 
форме, но с ограниченной интенсивностью. Од-
нако метод инвариантных эллипсоидов не обес-
печивает полную компенсацию влияния возму-
щений на ошибку системы.   

Оригинальный метод полной компенсации 
влияния возмущений в системах управления 
предложен в [12] для случая как линейных, так и 
нелинейных объектов, приводимых к нормаль-
ной канонической форме. При этом возмущение 
описывается системой уравнений в переменных 
состояния. Фактически, обеспечиваемая этим 
методом инвариантность является селективной, 
причем система уравнений в переменных со-
стояния, описывающая возмущение, является 
просто другой формой записи модели возмуще-
ния и полностью соответствует его K(p)-изобра-
жению. Этот факт был показан еще в [13].    

Рассмотрим задачу синтеза линейных сис-
тем управления, селективно инвариантных как к 
задающему, так и к возмущающим внешним воз-
действиям. При этом, естественно, будем пред-
полагать, что K(p)-изображения воздействий, к 
которым необходимо обеспечить селективную 
инвариантность, известны. Задача решается ме-
тодом аналитического синтеза систем с управ-
лением по выходу и воздействиям (АСС УВВ) 
при использовании принципа внутренних спек-
тральных моделей. Это позволяет установить 
условия разрешимости задачи синтеза селек-
тивно инвариантных систем управления, и обес-
печить грубость свойства селективной инвари-
антности к большинству параметров синтези-
руемой системы.  

Постановка задачи. Предполагается, что 
полный объект управления (ОУ) описывается 
уравнением «вход-выход» следующего вида:  

0 1 1( ) ( ) ( ) ,A p y B p u B p f       (1) 

где y = y(t) – управляемая переменная; u = u(t) – 
управление; f1 = f1(t) – неизмеряемое возмуще-
ние; А(р), В0(р), В1(р) – полиномы степеней n, m0, 
m1 с известными коэффициентами, соответст-
венно [5].  

Подчеркнем, что возмущение f1(t) может 
быть эквивалентной суммой нескольких реаль-
ных неизмеряемых возмущений.  
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Как отмечалось выше, для обеспечения се-
лективной инвариантности нет необходимости 
измерять возмущения, поэтому рассматривается 
объект, не имеющий измеряемых возмущений. В 
связи с этим уравнение устройства управления 
(УУ), реализующего управление по выходу и 
воздействиям, имеет вид 

0 0( ) ( )( ) ( ) ,R p u Q p g f L p y        (2) 

где R(p), Q0(p), L(p) – полиномы степеней r, q0, l, 
коэффициенты которых должны быть найдены в 
процессе синтеза САУ [5, 7].  

Схема системы, УУ которой реализует 
управление (2), приведена на рис. 1, где УУ име-
ет два входа, но в общем случае их число может 
быть больше. При этом УУ должно реализовы-
ваться в виде одного динамического блока, не-
зависимо от числа входов, что позволяет обес-
печить минимальную сложность замкнутой сис-
темы [7].  

УУ ОУ
yu

g

f0 f1

 
Рис. 1. Схема системы с управлением по выходу и воздейст-
виям 

 
Подчеркнем, что в рассматриваемом слу-

чае на основном входе системы, кроме задаю-
щего воздействия g = g(t), действует возмущение 
f0 = f0(t). Степени полиномов в уравнении (2) 
должны удовлетворять условию физической 
реализуемости: 

0min{ , } ,yy yyr q r l            (3) 

где yy – значение относительного порядка УУ 

(2); yy
  – устанавливаемое проектировщиком 

САУ значение относительного порядка УУ, обу-
словленное свойствами элементов, которые ис-
пользуются для реализации УУ. Например, если 
предполагается использовать безынерционные 

операционные усилители, то 0yy
  . Если ис-

пользуются инерционные усилители или же мик-
ропроцессоры, способные дважды проинтегри-
ровать уравнение (2) за один период дискрети-

зации, то 1yy
  .   

Рассогласованием замкнутой системы (1), 

(2) является величина  = g + f0 – y, а уравнение 
«вход-выход» системы, записанное относитель-

но отклонения sys = g – y с учетом указанных 
условий, имеет следующий вид: 

0 0 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ,sys gD p H p g H p f H p f         (4) 

где 

0( ) ( ) ( ) ( ) ( );D p R p A p B p L p       (5) 

0 0( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )];gH p R p A p B p L p Q p       (6) 

0 0 0( ) ( ) ( );H p B p Q p        (7) 

1 1( ) ( ) ( ).H p R p B p        (8) 

Как известно, K(p)-изображения регулярных 
воздействий – это некоторые полиномы, которые 
можно определить как знаменатели изображе-
ний по Лапласу этих воздействий [5]. В рассмат-
риваемом случае это полиномы G(p), F0(p) и 
F1(p). В тех случаях, когда воздействия заданы 
их уравнениями в переменных состояния,  
K(p)-изображения определяются как характери-
стические полиномы этих уравнений [12, 13]. На-
пример, если воздействие g = g(t) описывается 
уравнениями 

, ,T
g g g g gx G x g c x        (9) 

то его K(p)-изображение – полином G(p) =  
= det(pE – Gg), где E – единичная матрица. Ес-
тественно, справедливо и обратное соотноше-
ние, т.е. для каждого K(p)-изображения можно 
записать соответствующие уравнения типа (9). 

В соответствии с определением, система, 
описываемая уравнением (4), является селек-
тивно инвариантной [3] к воздействиям g = g(t) и 

fj = fj (t), j = 0, 1, т.е. 0limδ ( ) sys t  при t , если 

полиномы Hg(p) и Hj(p) содержат в виде множи-
телей K(p)-изображения этих воздействий. Дру-
гими словами, система (1), (2) или (4) является 

селективно инвариантной, если Hg(p) и Hj(p),  
j = 0, 1, содержат в виде множителей полиномы 
G(p) и Fj (p), j = 0, 1, а все корни полинома D(p) 
имеют достаточно отрицательные вещественные 
части и ни один из них не совпадает с корнями 
этих полиномов [3, 4, 5].  

Таким образом, для решения задачи синте-
за селективно инвариантной к внешним воздей-
ствиям системы (рис. 1) необходимо найти сте-
пени полиномов и значения коэффициентов из 
уравнения (2) так, чтобы: а) замкнутая система 
была устойчивой; б) выполнялось условие физи-
ческой реализуемости (3) и в) выполнялись ус-
ловия селективной инвариантности к каждому из 
воздействий g = g(t), f0 = f0(t) и f1 = f1(t) при задан-
ных полиномах G(p), F0(p) и F1(p). 

Решение задачи. Из указанных условий се-
лективной инвариантности и соотношений (6), (7) 
и (8) выводим тождества:  

0 0( ) ( ) ( )[ ( ) ( )] ( ) ( );gR p A p B p L p Q p G p H p    (10)  

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( );B p Q p F p H p    (11) 

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ),R p B p F p H p     (12) 

где ( )gH p , 0( )H p  и 1( )H p  – некоторые полиномы.  

Для того чтобы выполнение равенств в вы-
ражениях (10)–(12) не зависело от большинства 
параметров системы, полином R(p) в уравнении 
(2) берется в виде 

( ) Φ( ) ( ),R p p R p     (13) 
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где ( )R p – произвольный полином. При этом по-

лином Φ( )p  формируется в соответствии с ра-

венством  

= 0,1
Φ( ) НОК { ( ),Φ ( )} j

j
p G p p ,   (14) 

где НОК – наименьшее общее кратное;  

00( ) ( ) /Φ ( );G p G p p  

00Φ ( ) НОД{ ( ), ( )},p A p G p    (15) 

а полиномы Φ ( )j p  определяются выражением 


 



( ), если ( ) 0 ,
Φ ( )

1, если ( ) 0,

j j

j
j

F p f t
p

f t
 j = 0, 1.    (16) 

Полиномы ( )gH p  и 0( )H p  в тождествах 

(10), (11) являются произвольными, поэтому 

можно положить 0( ) ( ) ( )j jH p H p B p , j = g, 0. Это 

позволяет указанные тождества представить 
следующим образом: 

0 0 0( ) ( ) ( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( );gR p A p B p L p Q p G p H p B p    (17) 

0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ).B p Q p F p H p B p    (18) 

Согласно (13)–(16), произведение R(p)A(p) 
включает K(p)-изображения всех воздействий, 
приложенных к системе, в том числе и g(t), т.е. 
включает и полином G(p), поэтому это произве-
дение в тождестве (17) можно опустить. В ре-
зультате из тождеств (17) и (18) следует, что ус-
ловия селективной инвариантности к воздейст-
виям g(t) и f0(t) на основном входе системы вы-
полняются, если:  

0 0 0( )[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] 0;gB p L p F p H p G p H p    (19)  

0 0 0( ) ( ) ( ).Q p F p H p     (20) 

Тождеству (19), очевидно, соответствует 
полиномиальное уравнение 

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )gF p H p G p H p L p                 (21) 

относительно полиномов 0( )H p  и ( )gH p . В этом 

уравнении: 

0det ( ) 1;gH p n      (22) 

0deg ( ) max{ ; 1},g g fH p l n n     (23) 

где deg ( ),gn G p  0 0deg ( ),fn F p  deg ( ).l L p  

Условия разрешимости сформулированной 
задачи синтеза селективно инвариантных систем 
существенно зависят от выбора корней полино-
ма D(p) в уравнениях (4), (5). Если все корни это-
го полинома назначаются независимо от корней 
полиномов A(p) и B0(p) из уравнения объекта 
управления (1), то замкнутая система называет-
ся «системой с независимыми полюсами». Если 
же часть корней полинома D(p) назначаются с 
учетом корней полиномов A(p) и B0(p), то замкну-

тая система называется «системой с согласо-
ванными полюсами» [7]. Системы первого типа 
имеют повышенный порядок и сложность, но по-
ниженную робастность. В то же время системы с 
согласованными полюсами, как правило, имеют 
более низкий порядок, т.е. меньшую сложность, 
и повышенную робастность, поэтому они явля-
ются предпочтительными [14, 15].  

Как известно, корни характеристического 
полинома устойчивой системы располагаются в 
некоторой области комплексной плоскости, па-
раметры которой связаны с показателями каче-
ства этой системы [5]. Полагая полином A(p) 
нормированным по старшей степени p, обозна-

чим эту область символом п. В целях синтеза 
систем управления с согласованными полюсами 
проводится факторизация полиномов A(p) и B0(p) 
следующим образом: 

Ω 0 ΩΩ Ω
( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), A p A p A p B p B p B p  (24) 

где А(р), В(р) – нормированные по старшей 
степени p полиномы, корни которых совпадают с 
корнями полиномов A(p) и B0(p), расположенны-

ми в области п, построенной, исходя из тре-
буемого качества синтезируемой инвариантной 
системы. 

Полиномы R(p), L(p), Q0(p) из уравнения (2) 
УУ и характеристический полином D(p) замкну-
той системы (1), (2) с согласованными полюсами 
ищутся в следующем виде:  

( ) Φ( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ( );R p p B p R p L p A p L p     

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( );Q p F p A p Q p M p    (25) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),D p A p B p D p M p
     (26) 

где ( )R p , ( )L p , ( )Q p  – вспомогательные поли-

номы, степени и коэффициенты которых опре-
деляются решениями полиномиальных уравне-
ний, вытекающих из соотношений (5), (8), (21), с 

учетом условий (14)–(16) и (22)–(26); ( )M p – 

назначаемый полином, корни которого лежат в 

области п, а степень определяется равенством 

deg ( ) max{0; 2 1 },yy NM p n n
       (27) 

где deg[ ( ) ( ) ( )].Nn A p B p D p
   

В равенстве (26) D*(p) – это знаменатель 
желаемой передаточной функции синтезируемой 
системы (1), (2) по задающему воздействию. Его 

степень, а также степени полиномов ( )R p , ( )L p  

определяются из условия равенства числа неиз-
вестных Nk (ими являются коэффициенты поли-

номов ( )R p  и ( )L p ) числу уравнений Ny в систе-

ме алгебраических уравнений, эквивалентной 
вытекающему из (5), в силу соотношений (25), (26), 
полиномиальному уравнению 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),A p p R p B p L p D p      (28) 

где ( ) ( ) ( )D p D p M p
 .  
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Указанная система алгебраических урав-
нений имеет следующий вид: 

 

00 0 0

11 0 1 0 0

21 1

0

1 0

0 0 0 0 0

0

,

0 0

0 0

0 0

m n l

m n

n r 

      
    
         
      
    

        
       
    
    
           

 (29)   

где i, i, i,  и i  – коэффициенты полиномов 

( )B p


, ( ) ( ) ( )A p A p p


  , ( )L p , ( )R p  и ( )D p . 

Отметим также, что указанное выше число неиз-
вестных коэффициентов в системе (29) 

deg ( ) deg ( ) 2 2kN R p L p r l      , а число 

уравнений deg ( ) 1 1yN D p    . 

Из условий разрешимости полиномиальных 
уравнений (21), (28) и определения селективно 
инвариантной системы вытекают условия раз-
решимости задачи синтеза САУ данного типа. 
Так как корни каждого полинома G(p), F0(p) и 
F1(p) образуют спектр соответствующего воздей-
ствия, то эти условия разрешимости носят спек-
тральный характер и заключаются в отсутствии 
одинаковых корней у полиномов: G(p) и F0(p); 

G(p) и ( )B p


; F0(p) и ( )B p


; F1(p) и ( )B p


, а 

также у полиномов G(p), F0(p), F1(p) и D(p).  
Другими словами, задача синтеза селектив-

но инвариантных систем управления имеет ре-
шение, если возможно спектральное разделение 
регулярных воздействий, приложенных к основ-
ному входу системы, и если можно обеспечить 
устойчивость синтезируемой системы управле-
ния при условии, что корни K(p)-изображений 
воздействий и корни характеристического поли-
нома системы не совпадают. Условие устойчи-
вости легко обеспечивается, если внешние воз-
действия полиномиальные, гармонические или 
экспоненциальные, но возрастающие. Указанные 
условия разрешимости задачи синтеза селек-
тивно инвариантных систем значительно проще 
условий разрешимости задачи синтеза систем с 
наблюдателями воздействий и абсолютно инва-
риантных систем [7].  

Замечание. Если K(p)-изображения воздей-
ствий g(t), f0(t) или f1(t) неизвестны, то можно ог-
раничиться приданием синтезируемой системе 

порядков астатизма νg
  по g(t) и 1νf

  по f1(t). Для 

этого достаточно принять 
ν

( ) gG p p


 , 1ν
1( ) fF p p



 . 

Однако в этом случае недопустимо наличие по-
линомиального возмущения f0(t) на основном 
входе системы, так как в противном случае зада-
ча синтеза не будет иметь решения, поскольку 
нули полиномов G(p) и F0(p) при этом будут сов-
падать. Однако при другом характере возмуще-
ния f0(t), например экспоненциальном или гармо-

ническом, решение будет существовать, при вы-
полнении условий разрешимости (10)–(12). 

В тех случаях, когда некоторые корни поли-
номов B1(p) и F1(p) совпадают, причем эти корни 
не изменяются при изменении параметров объ-
екта, целесообразно при формировании поли-
нома Φ(p) по формулам (14), (15) эти корни не 
учитывать. Отметим также, что если возмущение 
f0(t) отсутствует, то уравнения (18) и (21) не со-
ставляются, а полином Q0(p) находится непо-
средственно из тождества (10).  

Приведенные выше соотношения состав-
ляют алгоритм аналитического синтеза селек-
тивно инвариантных систем управления при за-
данных K(p)-изображениях всех или части внеш-
них воздействий. Для иллюстрации предложен-
ного алгоритма приведем численный пример. 

Пример. Синтезировать электромеханиче-
скую систему с двигателем постоянного тока [16], 
в которой заданная часть описывается следую-
щим уравнением «вход-выход»: 

2
1( 50 2651) 42570,6 (5 250) ,p p y u p f      (30) 

где y – угловая скорость  вращения вала элек-
тродвигателя; f1 – возмущение – синусоидаль-

ный момент нагрузки, причем f1 = М0 + M1sin(1t) 

при 1 =  /10.  
Система управления должна компенсиро-

вать влияние возмущения f1 на ошибку sys = g – y, 
иметь астатизм первого порядка к задающему 

воздействию ( ) 1( )g t t  , где * – заданное зна-

чение угловой скорости , при отсутствии пере-
регулирования и длительности переходного про-
цесса не более 0,1 с. Устройство управления 

реализуемо при 0yy
  . 

Отметим, что в уравнении (30), как и в [16], 
для повышения робастности синтезируемой сис-
темы, согласно [15], опущена малая постоянная 
времени Tcg = 0,001 с силового преобразователя, 
питающего электродвигатель. 

В соответствии с постановкой задачи [16], 
угловая частота момента нагрузки – возмущения 

f1 определяется выражением 1 = /10, т.е. 1
  

зависит от значения * задающего воздействия – 

заданного значения угловой скорости . Так как 

в общем случае значение * может принимать 
различные значения, то изложим процедуру син-
теза электромеханической системы без исполь-

зования конкретного значения *. 
Из условия астатизма первого порядка к за-

дающему воздействию ( ) 1( )g t t   следует, что 

G(p) = p; при этом K(p)-изображение возмущения 

f1 – полином 2 2
1 1( ) ( )F p p p  , а F0(p) = 1, так как 

возмущение f0 отсутствует. Исходя из известных 
корневых оценок и требуемой длительности пе-

реходного процесса, область п определим сле-

дующими двумя условиями: Re 30p   , 

max{arctg Im / Re } 0i ip p    [5].  
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Полином A(p) = p
2 

+ 50p + 2651 из уравне-

ния объекта (30) имеет корни р1,2 = –25  45,011j, 
а B0(p) = 42570,6; поэтому объект является пол-

ным, а А(р) = В(р) = 1; 2( ) p  + 50p + 2651 A p ; 

0( ) 42570,6B p


   ; 00( ) НОД{ ( ), ( )} 1  p A p G p . 

Следовательно, в соответствии с выражениями 

(14)–(16), 2 2
1( ) ( )p p p   .  

Перейдем к определению степеней поли-

номов ( )R p , ( )L p  и ( )D p . По формулам (25), 

(26) находим ( ) Φ( ) ( )R p p R p , ( ) ( )L p L p , 

0 Ω( ) ( ) ( )Q p Q p M p , ( ) ( ) ( )D p D p M p
 , т.е. 

deg ( ) 3r R p r   , так как degΦ( ) 3p  , а по 

условию (3) deg ( )l L p r  , так как 0yy
  . По-

этому 2 2 1kN r l r     , а 
Ω

1 deg ( ) ( )  yN A p R p  

3 r . Из условия Nk = Ny получаем r = 4. Тогда 

deg 2 4 6D n r       ; переходя к условию 

(27), находим deg[ ( ) ( ) ( )] 6Nn A p B p D p
   , 

поэтому deg ( ) max{0; 4 0 1 6} 0M p      , 

т.е. M(p) = 1, а 6    . При этом 1r  , 4l  , 

т.е.  4 3 2
4 3 2 1 0( )L p p p p p          , а 

1 0( )R p p    . 

Так как требуется обеспечить астатизм пер-
вого порядка по задающему воздействию и от-

сутствие перерегулирования, то ν 1g
  , 0  %, 

а таб 6  n . По этим данным из таблицы стан-

дартных передаточных функций [7] выписывают-

ся нормированные коэффициенты: 0 = 1, 1 = 6, 

2 = 15, 3 = 20, 4 = 15, 5 = 6, 6 = 1, а также 

время р,таб 10,5 сt .  

Далее определяется среднегеометрический 

корень 0 р,таб / 10,5 /0,1 105   pt t , что позво-

ляет найти коэффициенты i
  желаемого харак-

теристического полинома D*(p) по формуле 

0
i

i i
     , 0, 6i  . В данном случае в уравне-

нии (28) 5 4 3
5 4 3( ) ( )      A p p p p p   

2
2 1 0 ( )   p p A p , где 5 1  ; 4 50  ; 

2
3 12651   ; 2

2 150   ;  2
1 12651   ; 0 0  . 

Так как 0( ) 42570,6B p


   , то матрица в 

системе (29) является верхней треугольной, а ее 

решение – коэффициенты i и i полиномов 

( ) и ( )R p L p  – с учетом равенства 0
i

i i
       

определяется следующими выражениями: 

0
1 6 0 5/ 1;         1

0 5 0 4 1 5( ) / ;        

2
4 4 0 4 0 3 1 0( ) / ;             

3
3 3 0 3 0 2 1 0( ) / ;          

4
2 2 0 2 0 1 1 0( ) / ;          

5
1 1 0 1 0 0 1 0( ) / ;          

6
0 0 0 0 0 0( ) / .                         (31) 

Так как G(p) = p, то при 2 2
1Φ( ) ( )p p p   

тождество (10) выполняется уже при  

Q(p)= ( )Q p  = 0 = 0. Таким образом, степени и 

коэффициенты всех полиномов УУ (2) опреде-

лены, и его уравнение с учетом равенств 1 = 1 и 

0 = 0 можно записать следующим образом: 

2 3
0 1 2 3 4

2 2 2 2
1 0 1 0

( ) ,
( )( ) ( )( )

p p p
u p y

p p p p p

       
  

       
 (32)  

где  = g – y.  

Полиномы р и 2 2
1( )p   , являющиеся  

K(p)-изображениями, обеспечивают селективную 
инвариантность системы к внешним воздействи-
ям. Однако, в соответствии с принципом пара-
метрической грубости (робастности) свойства 
селективной инвариантности некоторой системы, 
необходимо, чтобы K(p)-изображения внешних 
воздействий являлись характеристическими по-
линомами отдельных физических элементов 
этой системы или каких-либо обособленных 
процессов, протекающих в ней [7]. Поэтому при 
реализации найденного УУ необходимо в урав-
нении (32), прежде всего, выделить в явной 
форме спектральные модели каждого из внеш-
них воздействий. Для этого дроби из уравнения 
(32) представляются следующим образом: 

0 1 1 1 1

2 2 2 2
01 0 1

;
( )( )

A B p C D

p pp p p p

 
  

      
 (33) 

2 3
2 2 21 2 3 4

22 2 2 2
01 0 1

.
( )( )

B p C Dp p p
A

pp p p

      
  

      
 (34) 

Неопределенные коэффициенты Ai, Bi, Ci и 
Di, i = 1, 2, в (33), (34) находятся любым из из-
вестных способов. Например, при i = 1 – путем 
решения системы уравнений 

1

0 0 1
2 2
1 0 1 1

2
010 1

1 1 0 1 0

1 0 0
.

0 0

0 0 0

A

B

C

D

    
     
           
    

       

  (35) 

После определения коэффициентов Ai, Bi, 
Ci и Di, i = 1, 2, они подставляются в выражения 
(33), (34), а последние в уравнение (32), после 
чего записываются уравнения в переменных со-
стояния, соответствующие дробям с одинаковы-
ми знаменателями. При этом целесообразно ис-
пользовать соотношения канонической наблю-
даемой формы, так как УУ (32) имеет два входа 
[7]. Объединение этих уравнений в одну систему 
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дает уравнения найденного УУ (32) в перемен-
ных состояния: 

1

2
1 21

1 2

1 20

0 0 0 0 0

0 0 0
;

0 1 0 0

0 0 0

A

C C
z z y

B B

D D

     
     

        
     
     

      

 

  21 0 1 1 .u z A y                        (36) 

Схема, соответствующая системе уравне-
ний УУ (36), представлена на рис. 2. На этой 
схеме пунктирными линиями выделены спек-

тральные модели СМ1 и СМ2. Коэффициент 2
1  

модели СМ2 является спектрозадающим. Анало-
гичный коэффициент модели СМ1 равен нулю, 
так как G(p) = F10(p) = p. 

∫ ∫

2
1

∫

0

D2

D1

C2

C1

B2

B1

A1 ∫

A2

f0

g


СМ1

z1

z2 z3

СМ2

z4

y

u

Рис. 2. Структурная схема УУ селективно инвариантной сис-

темы  

  
В установившемся режиме модель СМ1 ге-

нерирует постоянный сигнал, а модель СМ2 – 

гармонический с частотой 1. Эти сигналы ком-
пенсируют влияние на ошибку системы постоян-
ных составляющих воздействий g и f1, а также 
гармонической составляющей воздействия f1, 
если эти составляющие присутствуют. При ис-
чезновении какой-либо составляющей соответ-
ствующая модель автоматически прекращает 
генерацию компенсирующего сигнала. 

Модели СМ1 и СМ2 называются спектраль-
ными, так как они генерируют сигналы, спектры 
которых совпадают со спектрами соответствую-
щих внешних воздействий. Амплитуды и фазы 
выходных сигналов этих моделей определяются 
системой автоматически по условиям устойчиво-
сти замкнутой системы и компенсации отклоне-
ний, вызванных этими воздействиями. 

Подчеркнем, что при цифровой реализации 
уравнений УУ (36) в алгоритм управления вклю-
чается не только дискретный вариант уравнений 
(36), но и соотношения (31), (33)–(35). Это по-
зволяет автоматически пересчитывать коэффи-
циенты УУ при изменении заданного значения 

угловой скорости * электродвигателя.  

В частности при * = 15,7 рад/с квадрат угло-

вой скорости равен 2 2
1 ( /10) 2,465     (рад/с)

2
. 

В этом случае расчеты по формулам (31),  
(33)–(35) приводят к уравнениям УУ (36) и УУ на 

рис. 2, где 0 = 580:  

A1 = 22018,164192;    A2 = 3,141171019; 
B1 = – 22018,00285;   B2 = 68,48293576; 
C1 = – 93,57651212;   C2 = 3099,395496; 
D1 = – 0,161338814;   D2 = – 1382,65570. 

В результате моделирования синтезиро-
ванной системы при этих значениях парамет-
ров УУ получена переходная функция, приве-
денная на рис. 3. Также путем моделирования 
в Simulink  получен переходной процесс по от-

клонению системы  при наличии задающего 
воздействия g(t) = 15,7∙1(t) рад/с и возмущения 
f1(t) = [5 + 8 sin 1,57(t – 0,3)]∙1(t – 0,3). Графики 
этих воздействий, управления u(t), а также от-

клонения (t), обозначенного как dsys, приве-
дены на рис. 4. 
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Рис. 3. Переходная функция замкнутой системы 

 
В соответствии с графиками на рис. 3, 4, 

ошибка системы равна нулю как при отсутствии, 
так и при наличии возмущений. Управление u(t) 
существенно зависит от вида внешних воздейст-
вий. При 0,1 ≤ t ≤ 0,3 c возмущение f1(t) отсутству-
ет, поэтому управление – постоянное; при t = 0,3 c 
возникает это возмущение и управление становит-

ся гармоническим, хотя отклонение  = dsys в уста-
новившемся режиме равно нулю. Фактически в 
этом режиме управление полностью формируется 
моделями СМ1 и СМ2, обеспечивая селективную 
инвариантность системы к внешним воздействиям.  
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Рис. 4. Воздействия, управление и отклонение системы 

 
Результаты моделирования свидетельст-

вуют, что при малых отклонениях всех парамет-

ров, кроме спектрозадающего 2
1 (см. рис. 2), 

система остается селективно инвариантной к 
внешним воздействиям: g = const,  

f1 = [const + fmsin (1t + )]∙1(t – tпп), до тех пор, 
пока система остается устойчивой.  

Выводы. Предложенный метод синтеза 
селективно инвариантных систем управления по-
зволяет аналитически найти параметры устройст-
ва управления, которое при известных K(p)-
изображениях внешних воздействий обеспечива-
ет устойчивость системы, селективную инвари-
антность к этим воздействиям и параметрическую 
грубость свойства селективной инвариантности к 
большинству параметров системы, пока сохраня-
ется устойчивость замкнутой системы. Парамет-
рическая грубость (робастность) свойства селек-
тивной инвариантности к внешним воздействиям 
обеспечивается за счет применения принципа 
внутренних моделей, который реализуется на ос-
нове операторного K(p)-изображения внешних 
воздействий. Предложенный метод может приме-
няться для создания систем управления в пище-
вой, химической, текстильной, полиграфической и 
других отраслях промышленного производства, а 
также в системах специального назначения. 
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