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Расчет нестационарного теплообмена в многослойных средах 
 с помощью теории цепей Маркова 

 
Авторское резюме 

 
Состояние вопроса. Расчет нестационарного теплообмена в многослойных разнородных средах яв-
ляется часто встречающейся задачей во многих отраслях производства, в том числе в высокотемпе-
ратурных металлургических технологиях получения и обработки металлов, сплавов и изделий из них. 
Подобного рода вопросы возникают при проектировании зданий, сооружений, конструкций. В боль-
шинстве случаев для расчета применяются модели, основанные на приближенном решении класси-
ческих уравнений теплопроводности. Недостатком таких моделей является сложная вычислительная 
процедура, связанная с необходимостью решения большого количества уравнений и определения 
большого количества идентификационных параметров. В настоящее время расчет одного режима 
передачи тепла между секциями составной конструкции требует 6–8 часов работы компьютера сред-
ней мощности. В связи с этим разработка дискретных моделей, требующих на порядок меньших за-
трат машинного времени, имеет актуальный характер.   
Материалы и методы. Предлагаемая математическая модель процесса основана на теории цепей 
Маркова. Многослойная среда представлена совокупностью малых, но конечных ячеек, каждой из 
которых поставлены в соответствие доли содержащейся в них теплоты, переносимые в соседние 
ячейки, пропорциональные коэффициенту теплопроводности и обратно пропорциональные теплоем-
кости, плотности материала и размеру ячейки. 
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Результаты. Разработана матричная модель, описывающая перенос тепла между ячейками в много-
слойном материале на основе теории цепей Маркова. Описано построение матрицы переходных ве-
роятностей, произведен расчет текущих векторов состояния – распределения теплоты и температуры 
с учетем неравномерности температуры нагревателя.  
Выводы. Сопоставление расчетных и экспериментальных данных показало адекватное описание 
математической моделью реального процесса. Анализ параметров идентификации модели дал удо-
влетворительный результат. 
 
Ключевые слова: нестационарный теплообмен, теория цепей Маркова, вектор состояния, распре-
деление температуры, коэффициент теплопроводности, рекуррентное равенство, матрица переход-
ных вероятностей, численный эксперимент 
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Calculation of non-stationary heat exchange in multi-layer media  

by means of the theory of Markov chains 
 

Abstract 
 

Background. Calculation of non-stationary heat exchange in multi-layer dissimilar media is the problem, 
which is often found in many industries including high temperature metallurgic technologies of production 
and treatment of metals, alloys and their products. The similar problems arise during the design of buildings 
and structures. The models used for calculation are mainly based on approximate solutions of classical heat 
conduction equations. The drawback of such models is a complex computational procedure, associated with 
the need to solve a large number of equations and to define a large number of identification parameters. At 
present, the calculation of one mode of heat transfer between the sections of a composite structure requires 
6–8 hours of operation of a computer of average power. In this regard, the development of discrete models 
that require less computer time is of current importance. 
Materials and methods. The proposed model of the process is based on the theory of Markov chains. A 
multi-layer medium is presented as a chain of small but finite cells. Each of them contains a certain amount 
of heat that can be transferred to the neighboring cells. The part of the transferred heat is directly proportion-
al to the heat conduction coefficient and in inverse proportion to the material heat capacity, material density 
and the cell length. 
Results. The matrix model to describe heat transfer between cell in a multi-layer media based on the theory 
of Markov chains is developed. Construction of the matrix of transition probabilities is described, evolution of 
the state vectors i.e. distribution of heat and temperature is carried out, and non-uniformity of the heater 
temperature is taken into account. 
Conclusions. Comparison of calculated and experimental data has showed the adequate description of the 
real process using the model. Analysis of identification parameters has given a satisfactory result. 
 
Key words: non-stationary heat exchange, the theory of Markov chains, state vector, temperature distribu-
tion, heat conduction coefficient, recurrent equality, matrix of transition probabilities, numerical experiment 
 
DOI: 10.17588/2072-2672.2021.1.060-066 

 

Введение. Расчет переноса теплоты 
в многослойных средах является сложной 

нелинейной задачей, не имеющей анали-
тических решений. Однако проведение та-
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ких расчетов необходимо для разработки 
энергосберегающих мероприятий, обеспе-
чивающих рациональные параметры в 
энергетических, металлургических, строи-
тельных и других процессах. Традицион-
ные численные методы не позволяют ис-
пользовать их в инженерной практике из-за 
неуниверсальности и сложности использу-
емых программ [1–7]. Для оптимального 
управления переходными режимами энер-
гетических или теплотехнологических уста-
новок необходим расчет нестационарных 
температурных полей в элементах зданий, 
сооружений, конструкций, машин и обору-
дования. Для этого необходимы удобные 
модели с малым числом параметров иден-
тификации.  

Методы исследования. Построение 
модели теплообмена выполним на основе 
теории цепей Маркова, которая при сохра-
нении ясного физического понимания про-
цессов дает возможность использовать 
апробированный математический аппарат. 
Теплообмен в многослойной среде пред-
ставим как марковский процесс с дискрет-
ным шагом по времени и по координате. 
Считаем, что тепловые свойства равно-
мерно распределены по объему слоев ма-
териала. Результирующее распределение 
температур строится в поперечном 
направлении, поэтому модель базируется 
на одномерной цепи. Для описания состоя-
ния выберем вектор-столбец, составлен-
ный из значений количества теплоты в 

каждой ячейке  ,iQ q  где  1,i m ;  m  – 

общее число ячеек многослойного матери-
ала. Каждая ячейка имеет качественно од-
нотипные свойства, которые, однако, могут 
различаться количественно (рис. 1). Через 
промежуток времени t , называемый вре-

менем перехода, вектор kQ  изменится и 

станет 1kQ  . Считая t  постоянным, заме-

ним непрерывное время его дискретными 

моментами kt k t   и будем рассматри-

вать k как целочисленные моменты услов-
ного времени. Связь между векторами со-
стояния до и после k-го перехода описыва-
ется следующей матричной формулой: 

1 ,k kQ PQ                                                 (1)   

где P – матрица переходных вероятностей, 

элементы которой ijp  показывают вероят-

ность перехода количества теплоты из j-й 
ячейки вектора состояния в i-ю.  

Дальнейшее моделирование процес-
са теплообмена сводится к определению 
матрицы переходных вероятностей и рас-
чету температур в каждой ячейке. 

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема процесса 
 

Для построения матрицы переход-
ных вероятностей рассмотрим сначала 
перетоки теплоты Q между ячейками в те-
чение одного временного перехода t  – 

времени перехода между состояниями k и 
k+1. Начнем рассмотрение процесса толь-
ко с двух соседних ячеек j и j+1, не грани-
чащих с окружающей средой. При различ-

ных температурах 1T  и 2T  в ячейках между 

ними возникает тепловой поток, который 
приведет к изменению количества теплоты 
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в ячейках, что может быть описано фор-
мулами [8]: 

1
1

1

1 1

1

1 1
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( )
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k k k k k k
j j j j j j j

k k
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j j j j j j j j
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Q Q

c V x c V x
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 
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      (3) 

где j – коэффициент теплопроводности; 

S  и jV – площадь поверхности и объем 

ячейки; jc и j – удельная теплоемкость и 

плотность материала. 
Так как модель базируется на одно-

мерной цепи S = 1, то  

1
,

j j

S

V x



  
1 1

1
.

j j

S

V x 




                              (4) 

Соотношения (2) и (3) с учетом (4) мо-
гут быть записаны в матричной форме [3]:  

2 2
11

1
1

2 2
1

(1 )

,

(1 )

j j

k
j j j j j jj

k
j jj

j j j j j j

t t

c x c xQ
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c x c x





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    
 
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          

     

 (5) 

где на главной диагонали переходной мат-
рицы размещены доли теплоты, остаю-
щейся в течение времени перехода t  в 

секции, а на примыкающих к ней диагона-
лях – доли теплоты, переходящей вниз и 
вверх по ходу последовательности ячеек.  
Обобщая полученный результат на произ-
вольную последовательность из m  ячеек, 
изменение теплового состояния цепи мож-
но описать матричным равенством (1). 
Структура матрицы переходных вероятно-
стей P имеет вид [8] 

 
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P

      
(6)

 

где  

1, 2
;

j

j j

j j

t
p

c x


 


 
                                           (7) 

1

1, 2
.

j

j j

j j

t
p

c x





 


 
                                           (8) 

Указанные события образуют полную 
группу событий, суммарная вероятность 
которых равна единице: 

, 1, 1, 1.j j j j j jp p p                                       (9) 

Следовательно, элементы главной 
диагонали матрицы переходных вероятно-
стей P имеют вид 

, 1, 1,1 .j j j j j jp p p                                      (10) 

Переходная матрица P описывает 
эволюцию аддитивного свойства, подчи-
ненного закону сохранения полного запаса 
количества теплоты в объеме всех ячеек. 
Поэтому сумма элементов матрицы в каж-
дом столбце должна быть равна единице, 
что автоматически обеспечивается равен-
ством (10). Суммы же элементов по стро-
кам в общем случае не равны единицам, 
что свидетельствует о неравномерности 
асимптотического распределения запасов 
теплоты по секциям. Кроме того, ни один из 
элементов матрицы не должен быть отри-
цательным, что накладывает ограничение 
на выбор продолжительности временного 
перехода t , размера ячейки x и количе-

ства ячеек в каждом слое .im При невыпол-

нении этого условия вычислительная про-
цедура оказывается неустойчивой.  

Входными данными модели являются:  

  число и размер ячеек каждого слоя; 

  коэффициенты теплопроводности и 
теплопередачи материалов каждого слоя; 

  плотности и теплоемкости матери-
алов каждого слоя; 

  параметры начального внешнего 
распределения температур; 

  значение температуры внутри мно-
гослойного тела; 

  число временных переходов. 
Так как коэффициенты теплопровод-

ности, плотности и теплоемкости материа-
лов каждого слоя являются характеристи-
ками каждой ячейки [9, 10], их удобно 
представить в матричной форме: 
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В реальных условиях прогрева много-
слойного материала возникает необходи-
мость учета неравномерности подачи 
наружного тепла. Многослойный материал 
помещают в печь, и сперва начинается 
прогрев воздуха с некоторой начальной 
температуры до требуемой. Пусть по усло-
виям опыта прогрев с начальной темпера-
туры до требуемой температуры произо-
шел за 3 часа. Аппроксимируем изменение  
за это время линейной функцией (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Нестационарная подача тепла 

 

Так как на разных участках значение 
температуры в печи описывается различ-
ными функциями, представим температуры 
печи на каждом временном переходе в 
матричной форме: 

1 1 1 1;k
out inT T k                                         (14) 

2 2 2 2
k

out inT T k   ,                                    (15) 

где 1
k

outT  – температура воздуха в печи над 

верхним слоем материала; 2
k

outT – темпера-

тура воздуха в печи под нижним слоем ма-

териала; 1 2,k k  – тангенс угла наклона пря-

мой линии; 1
k

inT , 2
k

inT  – начальные темпера-

туры воздуха в печи над верхним и под 
нижним слоем.   

Для того чтобы воспользоваться ос-
новным расчетным равенством (1), необ-
ходимо вычислить количество теплоты, пе-
редаваемое за один временной переход 
верхнему ( 1)j   и нижнему ( )j m  слою. 

Для этого воспользуемся формулами: 

1
1 1 1 1 1( )k k k k

outQ Q S T T t     ;                    (16) 

1
2 2( )k k k k

m m out mQ Q S T T t     .                   (17) 

где 1  и 2 – коэффициенты теплопереда-

чи, так как модель базируется на одномер-

ной цепи 1.S     

В соотношения (16) и (17) входят зна-
чения температур наружных ячеек на каж-
дом временном переходе. Поэтому необхо-
димо уточнение значения температур ячеек 
на каждом временном переходе. Вектор 
температур рассчитаем по формуле 

.

k
jk

j

j j j

Q
T

c x


 
                                             (18) 

Следует отметить, что при стацио-
нарной подаче наружного тепла темпера-

туры 1
k

outT , 2
k

outT  имеют постоянное значе-

ние, а при нестационарной – значение 
температуры рассчитывается согласно 
(14) и (15). 

Результаты исследования. Анализ 
работы модели проводился на примере 
трехслойного теплоизоляционного мате-
риала. Первый и третий слой – бетон с 

плотностью  = 2350 кг/м3,  теплоемкостью 

с = 470 Дж/Ккг, коэффициентом теплопро-

водности  = 1,5 Вт/мК. Второй слой – пе-

нопласт с плотностью  = 100 кг/м3, тепло-

емкостью с = 1650 Дж/Ккг, коэффициентом 

теплопроводности  = 0,05 Вт/мК. Высота 

первого слоя – 120 мм, высота второго 
слоя – 150 мм, высота третьего слоя – 80 мм.  

Параметрами модели являются: вре-

менной переход t; размер ячейки x; ко-

личество ячеек в каждом слое 1,m  2,m  3m ; 

коэффициенты теплопередачи 1  и 2,  

зависящие от способа нагрева наружных 
поверхностей.   

 Качество описания моделью реально-
го процесса без учета нестационарности 
внешнего прогрева иллюстрирует рис. 3. 

Рис. 4 иллюстрирует эволюцию про-
грева трехслойного материала при неогра-
ниченном временном росте с шагом по ко-

T, °C 

 конечная 

начальная 

1 τ, ч 2 3 4 5 6 
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личеству временных переходов  
k = 2400, что соответствует двум часам.  
Т. е. нижняя кривая – распределение тем-
ператур через 2 часа, следующая кривая 
выше – через 4 часа и т.д. При неограни-
ченном росте времени температура мате-
риала выравнивается с температурой 
наружной среды.  

 
 

Рис. 3. Эволюция прогрева трехслойного мате-
риала за 4,5 часа: количество ячеек в слоях – 
m1 = 12, m2 = 15, m3 = 8; начальная температура 
материала – 18 °С; наружная температура – 
100 °С; время перехода – ∆t = 3 с; размер ячей-
ки – ∆x = 0,01 м  

 

 
Рис. 4. Эволюция прогрева трехслойного мате-
риала при неограниченном временном росте: 
количество ячеек в слоях – m1 = 12, m2 = 15,  
m3 = 8; начальная температура материала –  
18 °С; наружная температура – 100 °С; время 
перехода – ∆t = 3 с; размер ячейки – ∆x = 0,01 м 
  

При учете нестационарности подачи 
внешней температуры результат численно-
го эксперимента приведен на рис. 5.   

 
 

Рис. 5. Эволюция прогрева трехслойного матери-
ала с учетом неравномерного наружного прогре-
ва: количество ячеек в слоях – m1 = 12, m2 = 15, 
m3 = 8; начальная температура материала –  
18 °С; наружная температура – 100 °С; время 
перехода – ∆t = 3 с; размер ячейки – ∆x = 0,01 м  

 

Выводы. Сопоставление экспери-
ментальных данных и данных расчета с 
помощью модели приведено на рис. 6, 
где точками показаны значения темпера-
тур, измеренных с помощью термопар че-
рез 3 часа после помещения материала в 
печь и через 6 часов. Начальная темпе-
ратура воздуха в печи – 70 оС. Время про-
грева температуры печи до 100 оС соста-
вило 2 часа. 

 
Рис. 6. Сопоставление экспериментальных 
данных и данных расчета с помощью модели: 
количество ячеек в слоях – m1 = 12, m2 = 15,  
m3 = 8; начальная температура материала –  
18 °С; наружная температура – 100 °С; время 
перехода – ∆t = 3 с; размер ячейки – ∆x = 0,01 м  
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 Таким образом, на основе однород-
ной марковской цепи построена модель 
расчета нестационарного теплообмена в 
многослойной среде, а сопоставление ре-
зультатов расчетных и экспериментальных 
исследований показало возможность адек-
ватного описания  моделью эксперимен-
тальных данных. 

Новизна модели заключается в воз-
можности прогнозирования тепловых со-
стояний многослойных сред и в переходе 
на ее основе к оптимизации тепловых ре-
жимов при различных технических или эко-
номических целевых функциях. 
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