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Методика определения коэффициентов  
эффективной теплопроводности при нагреве пористых тел  

на основе использования фракталоподобных структур 
 

Авторское резюме 
 

Состояние вопроса. В энергетической сфере активно используются теплоизоляционные, пористые 
композитные, керамические, шихтовые материалы. Для улучшения структуры и придания материалам 
заданных свойств, необходимых для конкретных условий производства, выполняется их термическая 
обработка. Актуальной задачей является оценка влияния геометрических параметров фракталоподоб-
ной структуры и радиационного теплообмена на теплофизические свойства пористых тел.  
Материалы и методы. Для численного описания пористых тел значимой является методика замены 
геометрии пористого тела на тела с фракталоподобной структурой, имеющие свойства самоподобия. 
Исследуемым объектом выбран массив расположенных хаотично заготовок, представляющий собой 
структуры, называемые насыпными садками. Реальное пористое тело заменено фрактальной струк-
турой куба 2-го ранга разбиения. Моделирование выполнено в программном комплексе COMSOL Mul-
tiphysics на основе трехмерной модели ковра Серпинского. Поскольку распределение теплоты может 
быть неравномерным по структуре объекта, рассмотрено три варианта сечения фракталоподобной 
кубической структуры.  
Результаты. Разработана методика определения эффективных коэффициентов теплопроводности 
на основе использования фракталоподобных структур. Получены одномерные расчетные модели, 
обладающие достаточной для инженерного анализа точностью, для различных сечений. Определены 
эффективные коэффициенты теплопроводности. Анализ данных показал, что геометрические пара-
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метры структуры и радиационный теплообмен значительно влияют на эффективный коэффициент 
теплопроводности при высоких температурах. 
Выводы. В отличие от существующих подходов, предложенная методика позволяет решить задачу 
определения теплофизических свойств без физических экспериментов. Использованная методика 
может применяться для математического моделирования процессов теплообмена теплоэнергетических 
объектов при расчете температурных полей и определения режимов нагрева.  
 
Ключевые слова: фракталоподобный элемент, кондуктивный теплообмен, радиационный теплооб-
мен, ковер Серпинского, губка Менгера, коэффициент теплопроводности, методика определения эф-
фективных коэффициентов теплопроводности 
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Methodology to determine coefficients of effective thermal conductivity  

when heating porous bodies using  fractal-like structures 

 
Abstract 

 
Background. Thermal insulation, porous composite, ceramic, charge materials are frequently used in the en-
ergy industry. The materials are heat treated to improve the structure and give them the desired properties re-
quired for specific production conditions. The important task is to assess the influence of geometric parameters 
of the fractal-like structure and radiation heat transfer on the thermophysical properties of porous bodies. 
Materials and methods. For numerical description of porous bodies, the technique of replacing geometry of 
porous body   with the bodies with a fractal-like structure having self-similarity properties is significant. The 
object under study is an array of blanks arranged chaotically,  the structures that are called bulk cages. The 
porous body is replaced by a fractal cube structure of the 2

nd
 rank of partitioning. The simulation has been 

performed in the COMSOL Multiphysics software based on a three-dimensional model of the Sierpinski car-
pet. Since the distribution of heat can be non-uniformed over the structure of the object, three variants of the 
fractal-like cubic structure cross section are considered. 
Results. A method to determine the effective thermal conductivity coefficients based on the use of fractal-
like structures has been developed. Depending on the cross sections, one-dimensional computational mod-
els with sufficient accuracy for engineering analysis are obtained. The effective thermal conductivity coeffi-
cients are determined. The results of data analysis have shown that the geometric parameters of the struc-
ture and radiation heat transfer significantly affect the effective coefficient of thermal conductivity at high 
temperatures. 
Conclusions. In comparison to the currently available approaches, the developed method allows solving the 
problem of determining thermophysical properties without physical experiments. The technique used in the 
study may be used for mathematical modeling of heat exchange processes of heat-power facilities when cal-
culating temperature fields and determining heating modes.  
 
Key words: fractal-like element, conductive heat transfer, radiative heat transfer, Sierpinski carpet, Menger 
sponge, thermal conductivity coefficient, method to determine effective thermal conductivity coefficients 
 
DOI: 10.17588/2072-2672.2022.1.005-011 
 

Введение. Пористые материалы 
применяют в энергетике, машиностроении, 
авиационной, химической, нефтяной, пи-

щевой, металлургической и других отрас-
лях промышленности [1]. 
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В энергетической сфере активно ис-
пользуются теплоизоляционные, пористые 
композитные, керамические, шихтовые ма-
териалы и порошки. На основе порошков 
изготавливаются таблетки тепловыделяю-
щих элементов (твэлов), которые являются 
основной составляющей активной зоны ре-
акторов на АЭС [2, 3].  

Для улучшения структуры и придания 
материалам заданных свойств, необходи-
мых для конкретных условий производства, 
выполняется их термическая обработка. 

При термической обработке металлов 
заготовки помещаются в термические печи 
в виде хаотично расположенных элемен-
тов. Массив таких заготовок представляет 
собой структуры, называемые насыпными 
садками.  

Насыпные садки характеризуются ря-
дом параметров, среди которых важней-
шим является порозность, определяемая 
как доля объема пор в общем объеме по-
ристого тела. Поры могут быть открытыми 
и закрытыми. Рассмотрим тела с закрыты-
ми порами. 

В процессе нагрева пористого тела 
теплопередача осуществляется следую-
щими путями:  

 теплопроводностью через твердый 
«скелет», состоящий из тел простейшей 
формы (шаров, цилиндров и т.д.);  

 теплопроводностью через среду, за-
полняющую поры; 

 излучением через поверхности пор;  

 конвекцией при движении газа в по-
рах [4].  

Расчет процессов теплообмена в 
насыпных садках сводится к поиску эффек-
тивных теплофизических свойств, приве-
дению тела к условно однородному. Поиск 
эффективной плотности и теплоемкости не 
доставляет проблем, а определение эф-
фективной теплопроводности затрудни-
тельно [5].  

На практике для определения эффек-
тивного коэффициента теплопроводности 
решают обратную задачу на основе физи-
ческого эксперимента по определению 
температурного поля пористого тела. Не-
достатком этого метода является то, что 
при изменении размеров заготовок нужно 
вновь проводить физический эксперимент. 

В настоящее время универсального 
метода нахождения эффективных тепло-
физических свойств не найдено.  
В зависимости от определенных структур 

садок, формируемых элементами заданной 
канонической формы, предлагаются раз-
личные методики [1, 5, 6]. 

Построение геометрии насыпной сад-
ки (рис. 1) вызывает сложности. В [5] пред-
лагается замена геометрии пористого тела 
на тела с фракталоподобной структурой, 
имеющие свойства самоподобия. Замена 
позволяет решить задачу определения 
теплофизических свойств насыпных садок 
без физических экспериментов. 

 
Рис. 1. Контейнер с насыпной садкой 

Для унификации насыпных садок 
сложных форм предлагается применять 
геометрическую модель, построенную на 
основе структуры фрактальной геометрии, 
в частности «губки Менгера», т.е. трехмер-
ной модели ковра Серпинского [1, 7–9]. Для 
точного описания необходимо подобрать 
ранг разбиения. Для начала заменим ре-
альное пористое тело фрактальной струк-
турой [10]. В соответствии с реальным зна-
чением порозности насыпной садки пред-
лагается предварительно выбрать фрак-
тальную модель 2-го ранга разбиения.  

Общий вид предлагаемой фракталь-
ной модели представлен на рис. 2.  

 
Рис. 2. Фрактальная модель 2-го ранга разбиения 

Подобная структура фрактальной мо-
дели позволяет проводить численные экс-
перименты процессов, происходящих в 
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насыпных садках, со значением порозности, 
лежащим в пределах от 0,15 до 0,9 [10]. 

Материалы и методы исследова-
ния. В качестве методов исследования 
фракталоподобной структуры «губки Менге-
ра» используются численные пакеты тепло-
физического моделирования. Для построе-
ния моделей и исследования особенностей 
тепловыделения использован программный 
комплекс COMSOL Multiphysics [11, 12].  

Материалом фракталоподобного 
элемента принимается сталь 40, структура 
которой состоит из металла и воздушного 
пространства, называемого порой [6].  

Для исследования фракталоподобной 
структуры была выбрана геометрическая 
фигура куб и определены его параметры. 
Сторона куба равна L1 = 0,09 м. Размер по-

ры равен 1 = 0,01 м. 
Поскольку фракталоподобная струк-

тура является условно однородной, рас-
пределение теплоты может быть неравно-
мерным. Рассмотрено три геометрических 
параметра куба при различных вариантах 
сечения: 1 – по средней линии; 2 – по ма-
лой диагонали; 3 – по большей диагонали 
(рис. 3).  

 
1   2  3 

Рис. 3. Исследуемые варианты сечения куба 

Значения параметров куба и размеры 
пор указаны в табл. 1. 
 
Таблица 1. Значения исследуемых 
параметров куба и соответствующие им 
размеры пор 

Длина, м  Размер поры, м 

L1 0,0900 
1 0,01000 

L2 0,1273 
2 0,01414 

L3 0,1559 
3 0,01732 

 
На основе геометрических парамет-

ров куба необходимо построить одномер-
ные модели сечений фракталоподобных 
элементов. 

Процессы в расчетных моделях 
фракталоподобной структуры описаны ос-
новным уравнением теплопроводности в 
стационарном режиме нагрева, а также 

начальными и граничными условиями, ко-
торые показаны на рис. 4. 

 

 

Рис. 4. Начальные и граничные условия 
пластины фракталоподобной структуры 

Начальное температурное поле соот-
ветствует температуре окружающей среды: 

oc( ,0) 273 , [0, ]T T К L   ,  (1) 

где T( ,0) – температура точек фрактало-

подобной структуры при  = 0; L – длина 
сечения куба, м. 

Граничные условия второго рода на 
левой стороне фракталоподобной структуры 
имеют вид  

1 0(0, ) ,q q       (2) 

где q1(0,) – тепловой поток на левой сто-

роне при  = , Вт/м2; T1(0,) – температура 

на левой стороне при  = , К. 
Граничные условия первого рода на 

правой стороне фракталоподобной струк-
туры имеют вид 

2 0 0( , ) , [273 , 1173 ],T L T T К К     (3) 

где T2(L,) – температура на правой сто-

роне при  = , К; 
К левой стороне фракталоподобной 

структуры подается тепловой поток, кото-
рый повышает температуру материала 

T1(0,). На правой стороне задается темпе-

ратура T2(L,). На основе одномерной мо-
дели, построенной в программном ком-
плексе Comsol Multiphysics, рассчитывает-
ся эффективный тепловой поток с дости-
жением интервала температур ∆T = 100 оС.  

По полученным результатам рассчи-
тывается эффективный коэффициент теп-
лопроводности 

 


q L

T
0

эф ,      (4) 

где эф – эффективный коэффициент теп-

лопроводности, Вт/(мК). 
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Результаты исследования. Оценка 
влияния вида сечения фракталоподобно-
го элемента на эффективный коэффици-
ент теплопроводности без учета радиаци-
онного теплообмена. В ходе исследования 
в программном пакете Comsol Multiphysics 
были определены значения эффективных 
коэффициентов теплопроводности в зави-
симости от параметров сечения куба. Ре-
зультаты расчетов приведены в табл. 2. 

Таблица 2. Расчетные значения эффектив-
ных коэффициентов теплопроводности в 
зависимости от сечения куба 

Диапазон 
темпера-
тур, 

о
С

Эффективный коэффициент 

теплопроводности, Вт/(мК) 

воздух L1 L2 L3 

0–100 0,0283 0,0847 0,0848 0,0848 

100–200 0,0357 0,1069 0,1071 0,1071 

200–300 0,0427 0,1278 0,1281 0,1281 

300–400 0,0491 0,1470 0,1472 0,1472 

400–500 0,0548 0,1638 0,1640 0,1640 

500–600 0,0599 0,1789 0,1791 0,1791 

600–700 0,0647 0,1933 0,1934 0,1934 

700–800 0,0695 0,2073 0,2074 0,2074 

800–900 0,0741 0,2209 0,2210 0,2209 

900–1000 0,0785 0,2341 0,2342 0,2342 

Наибольшее расхождение значений 
при кондуктивном теплообмене в зависимо-
сти от сечения фракталоподобного элемен-
та составляет 0,18 %. Следовательно, ани-
зотропность эффективных коэффициентов 
теплопроводности находится в пределах 
погрешности (не более 5 %). 

Оценка влияния вида сечения фрак-
талоподобного элемента на эффектив-
ный коэффициент теплопроводности с 
учетом радиационного теплообмена. Газ 
является прозрачной средой, в которой надо 
учитывать два вида теплообмена: конвек-
тивный и радиационный. Предварительные 
исследования показали, что учет конвектив-
ного теплообмена в закрытых порах нахо-
дится в пределах погрешности [2, 3].  

В ходе исследования был учтен меха-
низм передачи теплоты радиационным теп-
лообменом от поверхности к окружающему 
пространству согласно методике, описанной 
в COMSOL Multiphysics [3, 11, 12].  

В результате расчетов были получе-
ны значения эффективных коэффициентов 
теплопроводности с учетом радиационного 
теплообмена, которые представлены в 
табл. 3. 

Таблица 3. Расчетные значения эффектив-
ных коэффициентов теплопроводности с 
учетом радиационного теплообмена 

Диапазон 
темпера-
тур, 

о
С

Эффективный коэффициент     
теплопроводности, Вт/(мК) 

воздух L1 L2 L3 

0–100 0,0283 0,0849 0,0853 0,0856 

100–200 0,0357 0,1075 0,1081 0,1086 

200–300 0,0427 0,1288 0,1300 0,1309 

300–400 0,0491 0,1485 0,1503 0,1518 

400–500 0,0548 0,1662 0,1687 0,1710 

500–600 0,0599 0,1825 0,1859 0,1893 

600–700 0,0647 0,1981 0,2029 0,2075 

700–800 0,0695 0,2137 0,2202 0,2264 

800–900 0,0741 0,2293 0,2377 0,2458 

900–1000 0,0785 0,2449 0,2556 0,2660 

В зависимости от сечения фрактало-
подобного элемента с учетом радиацион-
ного теплообмена наибольшее расхожде-
ние расчетных значений составляет 8 %. 
Следовательно, при расчете температур-
ного поля трехмерного тела следует учи-
тывать анизотропность эффективного ко-
эффициента теплопроводности. 

На основе полученных параметров 
построены графики изменения эффектив-
ного коэффициента теплопроводности в 
зависимости от температуры нагрева 
фракталоподобного элемента и различных 
видов сечения (рис. 5).  

Рис. 5. Зависимость эффективного коэффици-
ента теплопроводности от температур, нахо-
дящихся в различных диапазонах: – для

воздуха; – без учета радиационного
теплообмена с сечением по средней линии L1; 
с учетом радиационного теплобмена 
с сечением: – по средней линии L1;  – 

по малой диагонали куба L2; – по большей
диагонали L3 
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Анализ данных табл. 3 показал, что при 
высоких температурах влияние радиацион-
ного теплообмена возрастает. Наибольшее 
расхождение значений эффективного ко-
эффициента теплопроводности без учета 
радиационного теплообмена и с его учетом 
превышает 12 %.  

При относительно невысоких темпе-
ратурах до 400 оС радиационный теплооб-
мен слабо влияет на эффективный коэф-
фициент теплопроводности. При темпера-
турах свыше 400 оС он начинает оказывать 
существенное влияние [6]. 

Выводы. Полученные в программном 
пакете Comsol Multiphysics одномерные 
расчетные модели обладают достаточной 
точностью для инженерного анализа. 

Результаты расчета и расчетные мо-
дели, полученные с использованием пред-
ложенной методики определения эффек-
тивного коэффициента теплопроводности 
на основе фракталоподобной структуры, 
показывают, что при высоких температурах 
наблюдаются значительные отличия зна-
чений эффективных коэффициентов теп-
лопроводности от справочных (экспери-
ментальных). Радиационный теплообмен в 
порах необходимо учитывать через эффек-
тивные коэффициенты плотности, тепло-
емкости, теплопроводности. 

Использованная методика может 
применяться для математического модели-
рования процессов теплообмена теплоэнер-
гетических объектов при расчете темпера-
турных полей и определении режимов 
нагрева. Эффективность методики заклю-
чается в снижении времени расчетов и за-
трат на проведение физических экспери-
ментов. 

Представленные результаты могут 
применяться в энергетической сфере, на 
ТЭС и АЭС, в частности в таблетках тепло-
выделяющих элементов (твэлов) активной 
зоны реактора, где присутствуют высокие 
температуры.  
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