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Авторское резюме 

 
Состояние вопроса: Совместное измельчение смеси разнопрочных компонентов позволяет обогащать крупные 

и мелкие фракции смеси соответственно прочными и менее прочными компонентами. В энергетике совместное 
измельчение предлагается использовать для выделения из твердого топлива серного колчедана. Большинство 
существующих моделей описывает измельчение только одного компонента смеси. При измельчении двух компо-
нентов моделируется обычно раздельное и независимое друг от друга протекание процессов в них. Такое неза-
висимое для каждого компонента описание измельчения приводит к существенной погрешности в результатах 
расчета. Таким образом, описание влияния компонентов смеси на их совместное измельчение и определение 
режимов работы, которые позволяют обеспечить требуемое разделение компонентов, является актуальной тех-
нологической задачей. 
Материалы и методы: Построение нелинейной модели совместного измельчения компонентов проведено в 

рамках концепции описания совмещенных процессов на основе дискретных аналогов уравнения Больцмана. 
Результаты: Для описания кинетики измельчения смеси компонентов предложена модель, которая позволяет 

учитывать нелинейные эффекты, связанные с влиянием кинетики измельчения одного компонента на кинетику 
измельчения другого компонента смеси. Разработана компьютерная программа для решения уравнений предло-
женной модели. Представлена методика оценки эффективности обогащения готового продукта целевым компо-
нентом смеси. Приведены результаты расчетного анализа оценки возможного разделения компонентов с раз-
личной прочностью путем их совместного измельчения. 
Выводы: Проведенные исследования позволяют развить концепцию моделирования совмещенных механиче-

ских процессов на основе дискретных аналогов уравнения Больцмана на случай описания совместного измель-
чения смеси разнопрочных компонентов. Разработанная математическая модель служит основой для создания 
более эффективных методов механического обогащения и разделения разнопрочных компонентов смеси. 
 
Ключевые слова: нелинейная модель, совместное измельчение, сыпучие материалы, разнопрочные компонен-

ты, степень очистки, механические процессы, уравнение Больцмана. 
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Abstract 
 
Background: Cogrinding of a mixture of components of different strengths allows enriching fine and coarse fractions by 

stronger and less strong components, respectively. It is proposed to use cogrinding in power industry for iron pyrite isola-
tion from solid fuels. Most existing models describe grinding of only one of the mixture components. When two compo-
nents are ground, models are normally made separately and independently for each of the processes. Such independent 
description of components grinding leads to considerable calculation errors. Thus, it is an urgent task now to describe the 
effect of mixture components on their cogrinding and to determine the operation conditions allowing the required separa-
tion of the components. 
Materials and methods: A nonlinear model of components cogrinding was built in accordance with the concept of com-

bined process description based on Boltzmann equation discrete analogs. 
Results: To describe the kinetics of grinding a mixture of components, we propose a model accounting for the nonlinear 

effects related to the influence of the grinding kinetics of one component on that of the other component in the mixture. 
We have developed a computer program for solving the equations of the proposed model. We also present a method of 
estimating the efficiency of enriching the end product with the target mixture component and the results of the design 
analysis of the estimation of possible division of components with different strength values through cogrinding. 
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Conclusions: The studies conducted allowed us to expand the concept of modelling combined mechanical processes 

based on Boltzmann equation discrete analogs for the description of cogrinding of a mixture of components with different 
strength values. The developed mathematical model can be used as the basis for creating efficient methods of mechani-
cal enrichment and division of mixture components with different strength values. 
 
Key words: nonlinear model, cogrinding, granular materials, components with different strength values, enrichment de-

gree, mechanical processes, Boltzmann equation. 
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Введение. Из литературных источников 

известны различные подходы использования со-
вместного измельчения смеси разнопрочных ма-
териалов для обогащения готового продукта це-
левым компонентом [1, 2]. В энергетике совмест-
ное измельчение предлагается использовать для 
выделения из твердого топлива серного колче-
дана [2], попадание которого в технологический 
цикл тепловых электрических станций приводит, 
с одной стороны, к сернокислой коррозии газо-
воздушного тракта парового котла, а с другой 
стороны, к загрязнению окружающей среды 
окислами серы. Одним из способов выделения 
серного колчедана из угля на стадии подготовки 
топлива является селективное разрушение с по-
следующей классификацией продуктов разруше-
ния по крупности. Существующие модели [2, 3, 4], 
как правило, позволяют описывать измельчение 
только однокомпонентных материалов. При из-
мельчении смеси из двух или более компонентов 
моделируется их раздельное и независимое друг 
от друга измельчение [3] или описывается из-
мельчение модельного материала с усреднен-
ными прочностными характеристиками. Незави-
симое описание измельчения каждого компонен-
та приводит к существенной погрешности в ре-
зультатах расчета, а описание измельчения ма-
териала с усредненными характеристиками не 
позволяет оценить обогащение смеси при селек-
тивном измельчении. Таким образом, исследо-
вание процесса совместного измельчения ком-
понентов с учетом влияния каждого компонента 
на кинетику процесса является актуальной темой 
исследования для энергетической и смежных 
отраслей промышленности. 

В качестве предмета исследования выбран 
нелинейный процесс совместного измельчения 
смеси разнопрочных компонентов, в качестве 
объекта исследования – струйная мельница ки-
пящего слоя [5, 6]. Использование данного типа 
мельниц связано с широким распространением и 
эффективным использованием процессов и ап-
паратов с кипящим слоем в различных промыш-
ленных технологиях [5, 7, 8]. Кроме этого, данные 
мельницы позволяют совмещать в одном аппа-
рате разрушение и классификацию по крупности, 
что обеспечивает своевременную эвакуацию 
мелких частиц, обогащенных менее прочным 
компонентом смеси, из рабочего объема уста-
новки [5]. 

Целью исследования является моделиро-
вание нелинейного процесса измельчения смеси 
компонентов для оценки условий, которые обес-

печивают эффективное разделение компонентов 
смеси. 

Методы исследования. Для исследова-
ния кинетики процесса предложена математиче-
ская модель, построенная на основе кинетиче-
ского уравнения Больцмана [9, 10], которое в по-
следнее время широко используется для описа-
ния различных технологических процессов [4, 10] 

 ( ) ( ) ( ) , 1, 2, 3 ,
k kt k x k v ñ ttf v f a f f k             (1) 

где f – искомая плотность распределения веще-
ства по расчетному пространству; a – ускорение; 
fc – источниковый член уравнения, описывающий 
внешние потоки и переходы частиц между фрак-
циями при измельчении; повторение индекса «k» 
в слагаемых левой части показывает суммирова-
ние по этому индексу. 

Для решения уравнения (1) применяется 
разработанный ранее матричный метод [11], в 
котором непрерывная плотность распределения 
вещества заменяется дискретным ее представ-
лением по выделенным ячейкам расчетного про-
странства. Многомерное расчетное пространство 
для этого преобразуется в одномерную цепь 
ячеек, искомая плотность распределения веще-
ства по ячейкам представляется одномерным 
вектором f = {fi}, где индекс i показывает номер 
элемента. Эволюция состояния системы во вре-
мени с указанием для каждой ячейки адреса 
ячеек, в которые возможен переход, и вероятно-
сти этих переходов pij, описывается  выражением 

1 11
,

k k
ij ji

j

f p f

                                                      (2) 

где k1 – номер шага по времени.  
Основываясь на ранее разработанном ме-

тоде моделирования с использованием дискрет-
ных моделей уравнения Больцмана [4], для про-
ведения расчетов согласно (2) необходимо пред-
варительно определить вероятности переходов 
вещества между ячейками выбранного расчетно-
го пространства. 

Известные модели измельчения [2, 3, 4] 
позволяют описывать процесс либо с участием 
только одного компонента смеси, либо с участи-
ем материала с усредненными прочностными 
характеристиками. Для учета взаимного влияния 
одного компонента на кинетику измельчения дру-
гого составляется свое расчетное пространство 
для обоих компонентов. Частицы компонентов, 
находясь в разных расчетных областях, могут 
сталкиваться и обмениваться энергией. Между 
этими расчетными пространствами разрешается 
обмен энергией, но запрещается обмен вещест-
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вом. Таким образом каждый компонент может 
оказывать влияние на кинетику измельчения дру-
гого компонента смеси. Для описания разруше-
ния частиц предлагается использовать в правой 
части уравнения (1) популяционно-балансовую 
модель измельчения [3] в виде 

 
max

'
( , , , ) ( , , ) ,c t

f f x v t p E d





    
 

                    (3)  

где  – размер разрушаемых частиц; max –

максимальный размер зерен; p(, , E) – функция 
разрушения, которая показывает долю материа-

ла фракции [, +d], переходящую после разру-

шения во фракцию [, +d] при подводе к раз-

рушаемой фракции энергии E = E(x,v, ,t).  
Для учета процесса измельчения необхо-

димо определить вид функции распределения 
энергии разрушения по фазовому пространству 

E(x,v,,t) и вид функции разрушения p(, , E), 
соответствующий известному подводу энергии к 
ячейке для каждого компонента смеси. Для оцен-

ки энергии разрушения ije  при ударе частиц с 

размерами i и j используется зависимость, по-
лученная в рамках допущения о том, что энергия 
разрушения при ударе пропорциональна дисси-
пации энергии [4]: 

2

3 3

(1 )( )3
( ) ( , , ) ,

2

i j
ij i j i j

i j

k
e v v v v v x v t

   
      

  
       (4) 

где k – коэффициент восстановления скорости 

при ударе;  – объемная концентрация частиц в 

рассматриваемом объеме аппарата; t – шаг по 
времени.  

Для определения суммарной энергии, ко-
торая подводится к i-й фракции при ее взаимо-
действии с другими частицами, необходимо про-
суммировать энергию (4) по тем классам крупно-
сти (ячейкам), которые взаимодействуют с на-
блюдаемой частицей. При известном подводе 
энергии к материалу вид функции разрушения 
находится с использованием принципа максиму-
ма энтропии [12] в виде  

e e ,j ij j ije e

ijp
 

                                           (5)  

где    (1/ 1/ )ij R i je С  – удельная энергия, 

необходимая для разрушения частиц класса j до 
размера частиц класса i, определяемая в соот-
ветствии с энергетическим законом измельчения 

Риттингера [1, 3]; j – коэффициент, значение 
которого определяется из уравнения баланса 
энергий [4]. 

В качестве интегральной оценки эффектив-
ности обогащения был использован показатель 
степени очистки, значение которого при полном 
выделении ключевого компонента равно единице, 
а при отсутствии разделения равно нулю:  

1 10 2 20/ / ,M M M M                                        (6) 

 

где  – степень очистки смеси; M1, M2 – массопо-
токи компонентов с разной прочностью на выхо-
де из установки; M10, M20 – аналогичные величи-
ны на входе в установку.  

Значения M1, M2  
определялись в ходе 

расчетных исследований по предложенной мо-
дели измельчения (2)–(5) как с учетом, так и без 
учета обмена энергией между компонентами 
смеси. Кроме модели измельчения для разделе-
ния продуктов разрушения смеси и определения 
степени очистки (6) использована модель клас-
сификации, в качестве которой выбирается мо-
дель идеального разделения [3] с одинаковым 
для каждого компонента граничным размером 
разделения. Для характеристики прочностных 
свойств компонентов используется коэффициент 
пропорциональности СR из энергетического зако-
на измельчения Риттингера [3]. 

Результаты исследования. Результаты 
расчетного анализа в виде зависимости степени 
очистки компонентов от числа актов разрушения 
при CR1/CR2 = 16,6

 
изображены на рис. 1, где кри-

вая 1 является результатом совместного из-
мельчения, при котором учитывается передача 
энергии между частицами разных компонентов, 
кривая 2 – без учета обмена энергии между час-
тицами разных компонентов.  

При учете энергообмена между частицами 
разных компонентов показатель степени очистки 
смеси достигает более высоких значений, что 
связано с более интенсивным подводом энергии 
и избирательностью или селективностью этого 
подвода энергии по сравнению с раздельным 
моделированием измельчения.  

 
Рис. 1. Зависимость степени очистки компонентов смеси от 
времени процесса при CR1/CR2 = 16,66: 1 – с учетом взаимного 
влияния компонентов друг на друга; 2 – без учета 

 

 
Рис. 2. Зависимость максимальных значений степени очистки 


max

 от относительной прочности компонентов смеси  
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На рис. 2 показаны результаты расчетного 
исследования зависимости максимальной степени 
очистки от относительной прочности компонентов, 
которая оценивается отношением коэффициентов 
в энергетическом законе Риттингера СR.  

Анализ полученных результатов показыва-
ет, что при одинаковой прочности компонентов 
(CR1/CR2 = 1) обогащения практически не проис-
ходит. При большом различии в прочностных 
свойствах  компонентов (CR1/CR2 > 30) степень 
очистки, согласно результатам расчетов, при-
ближается к единице как в рамках линейной (2), 
так и рамках нелинейной (1) модели. При этом 
результаты моделирования в рамках линейной и 
нелинейной моделей дают практически одинако-
вые значения для одинаковых и сильно отли-
чающихся значений относительной прочности. 
При промежуточных значениях относительной 
прочности компонентов (1 < CR1/CR2 < 30) линей-
ная модель приводит к существенным погрешно-
стям, которые для величины степени очистки 
достигают 35 %. 

Выводы. Представленный подход, осно-
ванный на использовании дискретных аналогов 
уравнения Больцмана, позволил сформулиро-
вать и решить практическую задачу по селектив-
ному измельчению и разделению смеси разно-
прочных компонентов в струйной мельнице ки-
пящего слоя. В ходе исследований показана су-
щественная погрешность в оценке показателя 
степени очистки смеси без учета нелинейных 
эффектов, связанных с обменом энергий между 
компонентами. Полученные результаты позво-
ляют проводить оценку максимально возможного 
разделения компонентов при их совместном из-
мельчении. Дальнейшее развитие предложенно-
го подхода планируется проводить в направле-
нии учета реальных характеристик классифика-
тора и структуры многостадийных технологиче-
ских систем измельчения.  
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