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Авторское резюме 

 
Состояние вопроса. В связи с интенсивным развитием лазерных технологий, появившейся возмож-
ностью осуществления технологических операций в экстремальных условиях (при сверхвысоких тем-
пературах, давлениях и их градиентах) возник интерес к изучению процессов, протекающих в локаль-
но-неравновесных условиях. К основным направлениям описания таких процессов относят термоди-
намические, кинетические, феноменологические. Уравнения локально-неравновесного переноса по-
лучают также из уравнения Больцмана путем использования теории случайных блужданий и молеку-
лярно-кинетическими методами. Однако некоторые из перечисленных теорий приводят к противоре-
чивым результатам. Основной целью исследования является разработка метода математического 
моделирования локально-неравновесных процессов теплопроводности в твердых телах, позволяю-
щего с высокой точностью определять их температурное состояние при быстропротекающих и высо-
коинтенсивных процессах переноса тепла. 
Материалы и методы. Обобщенное уравнение теплопроводности, учитывающее релаксационные свой-
ства материалов, сформулировано применительно к процессам переноса теплоты в твердых телах. Его 
точное аналитическое решение получено с использованием метода разделения переменных Фурье.  
Результаты. Разработан метод математического моделирования локально-неравновесных процес-
сов переноса на основе модифицированных законов сохранения. Сформулировано обобщенное 
дифференциальное уравнение теплопроводности, позволяющее выполнять N-кратную релаксацию 
теплового потока и температуры в модифицированном уравнении теплового баланса. Впервые полу-
чено точное аналитическое решение нестационарной задачи теплопроводности для бесконечной 
пластины с учетом многократной релаксации. На основе анализа решения краевой задачи локально-
неравновесной теплопроводности сделан вывод о невозможности мгновенного установления гранич-
ного условия первого рода. Показано, что каждое из последующих слагаемых в релаксированном 
уравнении теплопроводности оказывает все меньшее влияние на процесс переноса теплоты. 
Выводы. Полученные результаты могут быть использованы научно-техническим персоналом органи-
заций и высших учебных заведений при исследовании процессов воспламенения топлив, разработке 
режимов лазерной обработки материалов, проектировании высокоэффективного теплообменного 
оборудования, описании быстропротекающих процессов переноса теплоты. 
 
Ключевые слова: локально-неравновесный процесс, коэффициенты релаксации, модифицирован-
ное уравнение теплового баланса, обобщенное уравнение теплопроводности, граничные условия 
первого рода 
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Abstract 

 
Background. With the development of laser technologies and the ability to carry out processing steps under 
extreme conditions (ultrahigh temperatures, pressures and their gradients), the interest in studying the pro-
cesses that occur under locally non-equilibrium conditions has grown significantly. The key directions for the 
description of locally non-equilibrium processes include thermodynamic, kinetic and phenomenological ones. 
The locally non-equilibrium transfer equations can also be derived from the Boltzmann equation by using the 
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theory of random walks and molecular-kinetic methods. It should be noted that some options of locally non-
equilibrium processes lead to conflicting results. This study aims to develop a method for mathematical mod-
eling of locally nonequilibrium heat conduction processes in solids, which allows determining their tempera-
ture with high accuracy during fast and high-intensity heat transfer processes. 
Materials and methods. As applied to heat transfer processes in solids, a generalized heat equation that 
takes into account the relaxation properties of materials is formulated. The exact analytical solution is ob-
tained using the Fourier method of separation of variables. 
Results. The methodology for mathematical modeling of locally non-equilibrium transfer processes based on 
modified conservation laws has been developed. The generalized differential heat equation which allows per-
forming N-fold relaxation of the heat flow and temperature in the modified heat balance equation has been for-
mulated. For the first time, an exact analytical solution to the unsteady heat conduction problem for an infinite 
plate was obtained taking into account many-fold relaxation. The analysis of the solution to the boundary 
value problem of locally nonequilibrium heat conduction enabled to conclude that it is impossible to instantly 
has establish a boundary condition of the first kind. It has been demonstrated that each of the following 
terms in the relaxed heat equation has an ever smaller effect on the heat transfer process. 
Conclusions. The obtained results can be used by the scientific and technical personnel of organizations 
and higher educational institutions in the study of fuel ignition processes, the development of laser pro-
cessing of materials, the design of highly efficient heat transfer equipment and the description of fast-flowing 
heat transfer processes. 

Key words: locally non-equilibrium process, relaxation coefficients, modified heat balance equation, general-
ized heat equation, boundary conditions of the first kind 

DOI: 10.17588/2072-2672.2020.2.065-071 

Введение. Разработке методов ма-
тематического моделирования процессов 
переноса теплоты с учетом релаксацион-
ных свойств среды посвящено большое 
количество теоретических [1–12] и экспе-
риментальных исследований [13–15]. Акту-
альность данного вопроса обусловлена 
необходимостью описания и исследования 
быстропротекающих процессов, продолжи-
тельность которых сопоставима со време-
нем релаксации системы к локальному 
равновесию. К таким процессам можно от-
нести лазерную обработку материалов [11], 
тепловое воспламенение твердых топлив, 
зажигание взрывчатых веществ [12] и др. 
Для перечисленных процессов неучет ре-
лаксационных свойств приводит к высокой 
погрешности определения температур в 
исследуемых телах. 

В целях повышения точности методов 
математического моделирования быстро-
протекающих процессов Каттанео [1, 2] и 
Верно [3] предложили модифицировать за-
кон Фурье 
q  gradT    (1) 

путем учета инерционности во времени 
теплового потока: 






q
gradq 1T ,  (2) 

где q  – вектор плотности теплового потока; 

T  – температура;   – время 1  – время ре-

лаксации теплового потока;   – коэффици-

ент теплопроводности. 

На основе соотношений (1) и (2) могут 
быть получены параболическое и гипербо-
лическое уравнения теплопроводности: 

;
T

a T


 


   (3) 

Ta
TT






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
2

2

1 ,  (4) 

где   – время; )/(  ca  – коэффициент 

температуропроводности; c  – удельная 

теплоемкость;   – плотность. 

Многочисленные исследования урав-
нений (3), (4) позволяют заключить, что их 
использование возможно лишь в опреде-
ленных диапазонах изменения временной 
переменной. 

В иностранной литературе широкое 
распространение получила теория двух-
фазного запаздывания (dual – phase – lag) 
[5], согласно которой закон Фурье (1) пред-
ставляется в виде 

),(),( 11 rT  rgradrq ,                         (5) 

где 1 , 1r  – коэффициенты релаксации 

теплового потока и градиента температуры 
соответственно. 

Ограничиваясь двумя членами раз-
ложения в ряд Тейлора выражения (5), мо-
жет быть получено уравнение двухфазного 
запаздывания 
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Методология. Основные положения 
метода математического моделирования 
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локально-неравновесных процессов тепло-
проводности на основе модифицированных 
законов сохранения рассмотрим на приме-
ре одномерного уравнения теплопроводно-
сти с постоянными коэффициентами (теп-
лофизическими свойствами). Из его реше-
ния можно получить распределение темпе-
ратуры по длине стержня или в бесконечно 
протяженной пластине конечной толщины. 
Для получения дифференциального урав-
нения, описывающего локально-неравно-
весный процесс теплопроводности, урав-
нение теплового баланса 

x

qT
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                                                   (7) 

представим в виде 
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где x  – пространственная координата; k , 

kr  – феноменологические коэффициенты 

релаксации. 
Закон Фурье (1) при зависимости ис-

комой функция лишь от одной простран-
ственной переменной x  записывается в 
виде 

x

T
q




 .                                                     (9) 

Подставляя (9) в уравнение (8), полу-
чаем обобщенное уравнение теплопровод-
ности, учитывающее запаздывание во вре-
мени как температуры, так и теплового по-
тока: 
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В зависимости от принятых значений 
коэффициентов релаксации, дифференци-
альное уравнение (10) сводится к извест-
ным уравнениям: классическому параболи-

ческому уравнению (при 0 k
k

k
k r ); клас-

сическому гиперболическому уравнению 

(при 1N ; 0k
kr ); уравнению двухфазно-

го запаздывания (при 1N ). 
В соотношениях (8), (10) коэффици-

енты релаксации имеют размерность kс  

(секунда в степени ).k  

Исследование моделей с учетом од-
нократной )1( N  и двукратной )2( N  ре-

лаксации выполнено в [10]. Рассмотрим 
влияние слагаемых высшего порядка 

)3( N  на температурное состояние иссле-

дуемого тела. 

Уравнение (10) при 3N  запишется в 

виде 
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Краевые условия к уравнению (11) 
при симметричных граничных условиях 
первого рода будут следующими: 

0)0,( TxT  ;   )3,1(0
)0,(





k

xT
k

k

;  
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),0(
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



x

T
,  

где 0T  – начальная температура; стT  – 

температура стенки;   – половина толщи-

ны пластины. 
В целях выполнения параметрическо-

го анализа задачу представим в безраз-
мерном виде. Для этого введем следующие 
безразмерные переменные и параметры: 

;)/()( ст0ст TTTT   ;/ x  ;/Fo 2 a  

;/Fo 2 kk a 2/ kk raR ,                         (12) 

где kk R,Fo,Fo,,   – безразмерные темпе-

ратура, координата, время, коэффициенты 
релаксации соответственно. 

Краевая задача в безразмерном виде 
с учетом (12) запишется в следующем виде: 

2 3 4
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Аналитическое решение задачи. 
Решение задачи (13)–(15), согласно методу 
Фурье, принимается в виде произведения 
двух функций, одна из которых зависит 
только от безразмерного времени, вторая – 
от координаты 

( , ) ( ) ( )Fo Fo      ,                                (16) 

где )Fo(  – неизвестная функция времени; 

)(  – неизвестная функция координаты. 
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Подставляя (16) в (13), находим 
4 3

3 2 3
3 2 34 3

2
2

1 2 12

Fo (Fo )
Fo Fo

(Fo ) (1 ) 0;
FoFo

d d
R

d d

d d
R R

dd

 
     

 
      

      (17) 

0
2

2






d

d
,                                              (18) 

где   − постоянная. 

Краевые условия к уравнению (18), 
исходя из (15), будут следующими: 

0
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Решение для задачи Штурма – Ли-
увилля (18), (19) представляется в виде 
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Условия (19) удовлетворяются соот-
ношением (20). Подстановкой (20) в (18) 
находим формулу для расчета собствен-
ных чисел: 

4

)12( 22 
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k
k      ),1( k .                      (21) 

Характеристическое уравнение к од-
нородному уравнению (17) имеет вид 
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Решение уравнения (22), учитывая 
найденные численно значения kz1 , kz2 , 

kz3  и kz4 , будет иметь вид 
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где kjC  − неизвестные коэффициенты. 

Подставляя (20), (23) в (16), находим 
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Все частные решения (24) удовлетво-
ряют уравнению (13) и условиям (15). Од-
нако ни одно из них не выполняет началь-
ные условия (14). Сумму частных решений 
представим в виде 
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Чтобы найти неизвестные коэффици-
енты kjC , составим невязку начальных усло-

вий (14) и потребуем ортогональности невяз-
ки ко всем собственным функциям. Вслед-

ствие ортогональности косинусов, решение 
получаемой системы 4 k  уравнений для 

kjC  приводится к решению системы четы-

рех алгебраических уравнений для каждого 

значения k  ),1( k  следующего вида: 
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После вычисления неизвестных ко-
эффициентов kjC  решение задачи (13) – 

(15) находится из (25). 
Анализ результатов. Результаты 

расчетов безразмерной температуры при 
constRkk Fo  представлены на рис. 1–5. 

На рис. 1 показано, что при малых 
значениях безразмерных коэффициентов 

релаксации 1010   значения температур, 

получаемые по формуле (25), совпадают с 
точным решением классического парабо-
лического уравнения.  

Рис. 1. Распределение температуры в пла-

стине: 10Fo 10k kR    

С увеличением kk R,Fo  отмечается 

задержка принятия телом граничного 
условия первого рода (см. рис. 2).  
Несмотря на строгое выполнение гранич-
ного условия первого рода в точке 1 , в 

сколь угодно малой окрестности данной 
точки температура снижается от началь-
ного значения не мгновенно, а за некото-
рый конечный интервал времени, завися-
щий от величины коэффициентов ре-
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лаксации. Так, на рис. 2 показано, что 
процесс установления граничного условия 

первого рода при 710Fo  kk R  происхо-

дит за время -6Fo 10  . 

 
Рис. 2. Распределение температуры в пла-

стине: 7Fo 10k kR    
 

С увеличением коэффициентов ре-
лаксации величина Fo  также возрастает. 

И, например, при 1,0Fo  kk R  составляет 

уже 0,4Fo   (см. рис. 3). При дальнейшем 

увеличении коэффициентов kk R,Fo  сни-

жение безразмерной температуры пласти-
ны происходит равномерно во всем объеме 
тела, т.е. практически без градиента 

).0/(   

 
Рис. 3. Распределение температуры в пла-

стине: 1Fo 10k kR    

 

На рис. 4 приведены графики изме-
нения температуры во времени в точке 

99,0  при различных значениях коэффи-

циентов релаксации. Их анализ позволяет 
заключить, что учет релаксационных сла-
гаемых в (13) приводит к снижению интен-
сивности процесса охлаждения тела – с 
увеличением коэффициентов kk R,Fo  тем-

пература в любой точке пластины в вы-
бранный момент времени оказывается вы-
ше аналогичного значения при .0Fo  kk R  

 
Рис. 4. Изменение температуры во времени в 

точке 0,99   

 
Рис. 5. Распределение температуры в точке 

0,99   

 

Выполнен также анализ влияния про-
изводных высшего порядка в выражении 
(10) на процесс локально-неравновесного 
переноса теплоты. На рис. 5 приведены 
графики изменения безразмерной темпера-
туры тела в окрестности точки приложения 
граничного условия первого рода ( 999,0 ). 

Показано, что при достаточно больших зна-
чениях коэффициентов релаксации  

( 210Fo  kk R ) наблюдается задержка 

принятия телом граничного условия Fo . 

Отмечается, что каждое из последующих 
слагаемых в (10) оказывает все меньшее 
влияние на величину Fo . Наличие интер-

вала времени, в течении которого темпера-
тура в сколь угодно малой окрестности точ-
ки 1  не изменяется после приложения 

граничного условия первого рода, свиде-
тельствует о том, что тепловой поток в этой 
точке в течение некоторого интервала вре-
мени также не изменяется, т.е. равен нулю. 

Выводы. Разработанная концепция 
математического моделирования локально-
неравновесного переноса теплоты в твер-
дых телах позволила сформулировать 
обобщенное дифференциальное уравнение 



 «Вестник ИГЭУ»       Вып. 2     2020 г. 

 
 

70 

теплопроводности, учитывающее инерци-
онность исследуемого процесса. Получен-
ное решение краевой задачи теплопровод-
ности с учетом релаксационных слагаемых 
высшего порядка показало, что процесс 
установления граничного условия первого 
рода занимает некоторый интервал време-
ни, зависящий от величины коэффициентов 
релаксации. Отмечено также общее сниже-
ние интенсивности процесса теплопровод-
ности. Результаты выполненных исследо-
ваний могут быть использованы научно-
техническим персоналом университетов, 
проектных организаций в целях более точ-
ного описания высокоинтенсивных процес-
сов переноса теплоты в твердых телах, 
например при разработке оптимальных ре-
жимов лазерной обработки материалов, го-
рения твердых топлив, проектировании си-
стем охлаждения наноэлектроники и др. 
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