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Матричный метод решения обратной задачи теплопередачи  

в теплообменных аппаратах 
 

Авторское резюме 
 

Состояние вопроса. Наряду с поверочными расчетами существующих конструкций теплообменных 
аппаратов, при разработке новых конструкций и технологий часто возникает необходимость проведе-
ния проектных расчетов, в ходе которых решаются обратные задачи по выбору оптимальных кон-
струкций и режимов работы оборудования. В литературе рассмотрены постановка и решение обрат-
ных задач классификации и нестационарной теплопроводности, при этом обратные задачи теплопе-
редачи при проектировании теплообменного оборудования в литературе представлены недостаточ-
но. Разработка подходов к решению обратных задач при проектировании теплообменного оборудо-
вания является актуальной задачей, стоящей перед энергетикой. 
Материалы и методы. Для постановки и решения обратных задач теплообменных систем используют-
ся матричные модели теплопередачи, построенные на уравнениях баланса массы и энергии. Для ре-
шения обратных и оптимизационных задач применяются методы математического программирования. 
Результаты. Для проведения проектных расчетов предложен новый матричный метод решения 
обратных задач по выбору конструкции аппаратов и параметров теплоносителей, которые обеспе-
чивают эффективную работу системы. Предложена новая формулировка обратной задачи тепло-
передачи для случая скользящей границы начала фазового перехода при противоточном характере 
движения теплоносителей. 
Выводы. Полученные результаты могут быть использованы в энергетической, химической и пищевой 
отраслях промышленности для повышения эффективности проектирования и эксплуатации энерго-
сберегающих технологий. Полученные решения могут быть реализованы на практике при разработке 
мероприятий по совершенствованию ресурсо- и энергосберегающих технологий. 
 
Ключевые слова: поверочные расчеты, проектные расчеты, обратная задача теплопередачи, тепло-
обменные аппараты, матричная модель теплопередачи, баланс энергии, баланс массы 
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Matrix method to solve the inverse problem 

of heat transfer in heat exchangers 
 

Abstract 
 
Background. Along with verification calculations of known designs of heat exchangers, in design engineering and 
when we develop new technologies, design calculations are necessary to solve the inverse problems of choosing 
the optimal designs and operating modes of equipment. Previously, the formulation and solution of inverse prob-
lems of classification and unsteady heat conduction have been considered, while the inverse problems of heat 
transfer in the design of heat exchange equipment are poorly presented in the literature. The development of 
methods to solve inverse problems in the design of heat exchange equipment is an urgent task of power industry. 
Materials and methods. Matrix models of heat transfer based on mass and energy balance equations are 
used to formulate and solve inverse problems of heat exchange systems. Methods of mathematical pro-
gramming are applied to solve inverse and optimization problems.  
Results. For design calculations, a matrix method to solve inverse problems for choosing the design of de-
vices and parameters of heat carriers that ensure the effective operation of the system is proposed. The in-
verse problem is formulated for the case of the sliding boundary of the beginning of the phase transition with 
the countercurrent type of movement of heat carriers.  
Conclusions. The obtained results can be used in power energy, chemical and food industries to improve 
the efficiency of designing resource-and energy-saving technologies. The solutions obtained can be imple-
mented when developing measures to improve resource and energy saving technologies. 
 
Key words: verification calculations, design calculations, inverse problem of heat transfer, heat exchangers, 
matrix model of heat transfer, energy balance, mass balance 
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Введение. По способу использования 

математических моделей в инженерной 
практике следует выделять прямые и об-
ратные задачи. Прямые задачи обычно 
ориентированы на проведение поверочных 
расчетов, при выполнении которых пред-
полагается подбор оборудования из стан-
дартного ряда при фиксированных кон-
структивных параметрах, а возможности 
оборудования для конкретного случая [1–3] 
проверяются расчетом. В обратных зада-
чах на основе математической модели ре-
ализуются, как правило, проектные расче-
ты, которые ориентированы на выбор кон-
структивных и режимных параметров, 
обеспечивающих эффективную работу 
оборудования [1]. Разработка адекватных 
методов расчета и их использование для 
решения обратных задач проектирования 
является актуальной задачей, стоящей пе-
ред энергетикой. 

Объектом исследования являются 
системы теплообменных аппаратов [4–10]. 
В качестве предмета исследования рас-
сматривается постановка и решение об-
ратных задач проектирования одноступен-
чатых и многоступенчатых теплообменных 
систем, в которых реализуются прямоточ-
ные и противоточные режимы движения 
теплоносителей [2–3, 8–15]. 

Целью исследования является повы-
шение эффективности проектирования и 
эксплуатации теплообменных систем путем 
постановки и решения обратных задач теп-
лопередачи в теплообменных аппаратах. 

Для достижения поставленной цели 
решаются следующие задачи: 

 постановка и решение обратной за-
дачи для прямоточных одноступенчатых 
систем при вариантном задании независи-
мых параметров теплоносителей; 
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 постановка и решение обратной за-
дачи для противоточных одноступенчатых 
систем при вариантном задании нормиру-
емых параметров теплоносителей; 

 постановка обратной задачи для 
противоточной системы при скользящей 
границе начала фазового перехода в теп-
лоносителе. 

Методы исследования. Для поста-
новки и решения обратных задач теплооб-
менных систем используются матричные 
модели теплопередачи, построенные на 
уравнениях баланса массы и энергии [7–9]. 
Для решения обратных и оптимизационных 
задач применяются методы математиче-
ского программирования [16–19]. 

На первом этапе исследований ре-
шается обратная задача для прямоточного 
одноступенчатого теплообменного аппара-
та, конструкция которого с указанием схе-
мы движения теплоносителей приведена 
на рис. 1,а. На рис. 1,б данный теплооб-
менник представлен в виде четырехполюс-
ника с указанием обозначений температур 
двух входных и двух выходных потоков го-
рячего и холодного теплоносителей. Обыч-
но при выполнении поверочного расчета 
конструкция аппарата и температуры горя-

чего 10t  и холодного 20t теплоносителей на 

входе в аппарат известны, а температуры 
горячего и холодного теплоносителей на 
выходе теплообменника t1, t2 определяют-
ся. Нахождение выходных температур по 
заданной конструкции и известным вход-
ным температурам является по существу 
решением прямой задачи. 

а) 

t10 

 

t1 
t1 

t2 

t2 t20 

t20 

t10 

F 

 

 
б) 

Рис. 1. Схема движения теплоносителей для 
прямоточного теплообменного аппарата (а) и 
модельное его представление в виде четырех-
полюсника (б) 
 

Математическая модель теплопере-
дачи в виде системы двух дифференци-

альных уравнений относительно темпера-
тур горячего t1 и холодного t2 теплоносите-
лей при отсутствии в них фазового перехо-
да записывается в следующем виде [8]: 

1
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   k – коэффициент 

теплопередачи; с – удельная теплоем-
кость; G – расход теплоносителя; F – пло-
щадь поверхности теплообмена; индекс 
«1» относится к горячему, «2» – к холодно-
му теплоносителю. 

При начальных условиях 1 100
,

F
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  решение (1) может быть записа-

но в матричном виде: 

10

11 12 13 20

21 22 24 1

2

0 0
,

0 0

t

b b b t

b b b t

t

 
 

            
 
 

                  (2) 

где  

1 2 1 2

1 2

1 2

( ) ( )2
11 12

1

( )2 2
13 21

1 1

( )2 2
22 24

1 1

,  1  ,  

(1 ),    (1 ),

1 ,       (1 ).

a a F a a F

a a F

a a F

a
b e b e

a

a a
b b e

a a

a a
b e b

a a

   

 

 

   

    

    

 

Система (2) из двух линейных урав-
нений записана относительно четырех 
температур, что позволяет, произвольно 
задавая две температуры, определять две 
другие из решения системы. Для унифика-
ции и автоматизации составления модели 
при произвольном задании двух независи-
мых параметров система (2) дополняется 
двумя уравнениями связи, с помощью ко-
торых задаются известные значения пара-
метров теплоносителей: 

1011 12 13

2021 22 24
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2 20

00
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или  

  0В T T .                                                    (4) 
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Здесь 
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2021 22 24
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B T T , 

где 10 20,t t  – численные значения задавае-

мых параметров.  
Число вариантов задания независи-

мых переменных равно числу сочетаний 
двух параметров из четырех [20], которое 

для  нашего  случая  равно шести: 10 20a) ;t t  

10 1 10 2 20 1 20 2 1 2b) ; c) ; d) ; e) ; ) t t t t t t t t f t t . Каждое 

из представленных сочетаний определяет 
вариант задания независимых данных или 
вариант постановки обратной задачи. 
Шесть моделей теплопередачи в ступени 
прямоточных теплообменных аппаратов 
представлены в таблице, что позволяет 
сформулировать в матричном виде обрат-
ную задачу и получить ее решение для ше-
сти возможных вариантов пар значений ис-
ходных данных. Следует отметить, что ре-
жим работы оборудования при постановке 
обратной задачи учитывается в модели че-
рез расход и теплоемкость теплоносите-
лей, а конструкция аппарата – через пло-
щадь поверхности теплообмена и коэффи-
циент переноса. 

Решение вариантов системы линей-
ных уравнений, представленных в таблице, 
получено для различных значений кон-
структивного параметра, в качестве которо-
го выбрана площадь поверхности теплооб-
мена. Результаты решения вариантов об-
ратной задачи представлены на рис. 2. 

Обозначения вариантов постановки 
обратной задачи, отмеченные на рис. 2 ла-
тинскими буквами, совпадают с обозначени-
ями вариантов, представленными в таблице; 
задаваемые значения температуры для 
каждого варианта отмечены кружками, а 
определяемые параметры выводятся в ви-
де зависимостей от площади поверхности 
теплообмена. Данное представление ре-
шения обратной задачи позволяет при за-
данном значении независимых параметров 
определить зависимости искомых пара-
метров от площади поверхности теплооб-
мена, которая обеспечивает реализацию 
эффективного процесса теплообмена. 

Представленные графические зави-
симости позволяют при заданных значе-

ниях независимых переменных находить 
комплекс зависимых переменных и кон-
структивные параметры системы, которые 
реализуют эффективный теплообмен. При 
проведении проектных расчетов нужно 
иметь в виду, что не для всех вариантов 
исходных данных существует физически 
приемлемое решение задачи. Например, 
постановка задачи варианта f в результате 
приводит к значениям температуры теп-
лоносителей на входе в аппарат, которые 
при больших площадях поверхностей 
нагрева являются физически нереализуе-
мыми, что необходимо учитывать при ана-
лизе результатов. 
 
Варианты матричных моделей обратных 
задач теплопередачи  
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a)       b) 

 
c)       d) 

 
e)       f) 

 

Рис. 2. Зависимости температур теплоносителей при прямоточном характере их движения от площа-
ди поверхности теплообмена при различных вариантах постановки обратной задачи теплопередачи: 

a) 
о о

10 20100 С; 50 С;t t   b) 
о о

10 1100 С; 50 С;t t   c) 
о о

10 2100 С; 50 С;t t   d) 
о о

20 150 С; 100 С;t t   

e) 
о о

20 250 С; 100 С;t t   f) 
о о

2 150 С; 100 Сt t   

 

Для противоточного характера движе-
ния теплоносителей модель теплопередачи 
записывается аналогично (1), но для тепло-
носителя, который двигается в направлении, 
противоположном направлению оси процес-
са F, правая часть уравнения умножается на 
минус единицу. В нашем случае против 
направления оси процесса двигается холод-

ный теплоноситель. Для противоточного ха-
рактера движения теплоносителей на рис. 3 
в качестве примера представлен один вари-
ант задания температур теплоносителей, 
остальные варианты постановки задачи за-
писываются аналогично прямоточному ха-
рактеру движения теплоносителей. Следует 
отметить, что для противоточного характера 
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движения теплоносителей общее число ва-
риантов постановки задач тоже равно шести. 

 

Рис. 3. Зависимости температуры теплоносите-
лей при противоточном характере их движения 
от площади поверхности теплообмена при сле-
дующем задании независимых параметров: 

о о
10 2100 С; 50 Сt t    

 

Наиболее интересный и сложный 
случай постановки обратной задачи при 
проведении проектных расчетов представ-
ляет вариант теплопередачи при наличии 
фазового перехода в одном или нескольких 
теплоносителях. При проведении расчетов 
обычно наперед неизвестно, в какой имен-
но точке аппарата начинается фазовый пе-
реход в теплоносителе. В этом случае ап-
парат целесообразно разделить на подси-
стемы (зоны): зону с фазовым переходом и 
зону без фазового перехода в теплоноси-
телях. Для моделирования процессов со 
скользящей границей фазовых переходов 
следует использовать модели, которые мо-
гут учитывать фазовый переход в одном 
или нескольких теплоносителях. Такие мо-
дели и алгоритмы их сшивки подробно 
описаны в [8] для прямоточного характера 
движения теплоносителей. В нашем случае 
формулируется обратная задача теплопе-
редачи для противоточного характера дви-
жения теплоносителей. Математическая 
постановка обратной задачи представляет-
ся аналогично (4) для системы теплооб-
менных аппаратов [8]. Структура и алго-
ритм составления матриц В , , 0T T  подробно 

описаны в [8].  
Порядок решения обратной задачи 

рассмотрим на примере противоточной 
схемы движения теплоносителей при напе-
ред неизвестном положении границы фа-
зового перехода. Пусть в качестве исход-
ных данных заданы температуры горячего 

и холодного теплоносителей на входе в ап-
парат. Для решения задачи предлагается 
использовать следующий алгоритм:  

1. На первом этапе решается задача 
для одноступенчатой установки, в ходе ре-
шения которой определяется возможность 
достижения одним из теплоносителей тем-
пературы начала фазового перехода. 

2. При выполнении условия начала 
фазового перехода система условно де-
лится на две зоны (подсистемы) по границе 
начала фазового перехода. После этого 
формируется матрица для расчета двух-
ступенчатого аппарата: одна ступень опи-
сывается моделью без учета, а вторая сту-
пень – с учетом фазового перехода в теп-
лоносителе. 

3. Расчет по п. 2 повторяется при 
варьировании границы между зонами до 
достижения сходимости значения темпе-
ратуры теплоносителя на границе между 
зонами с температурой начала фазового 
перехода. 

Наличие фазовых переходов в двух 
теплоносителях при заранее неопределен-
ных границах этих переходов может быть 
реализовано по тому же принципу, но усло-
вия организации матрицы технологических 
процессов в данном случае алгоритмически 
реализуются значительно сложнее и в дан-
ном случае не рассматриваются. 

Выводы. Полученные результаты 
решения обратной задачи теплопередачи в 
системе одноступенчатых и многоступен-
чатых теплообменных аппаратов для си-
стемы из двух теплоносителей могут быть 
использованы в энергетической [15], хими-
ческой и пищевой [5, 6] отраслях промыш-
ленности для повышения эффективности 
ресурсо- и энергосберегающих технологий. 
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