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Ячеечная модель теплопроводности  
в двухкомпонентном смазочном материале1 

 
Авторское резюме  
 

Состояние вопроса. Потери на трение составляют значительную долю энергетических затрат в технологических про-

цессах. Современные смазочные материалы представляют собой многокомпонентные системы, в качестве добавок в 
которые в последнее время активно применяются углеродные наноструктуры, что позволяет значительно увеличить 
теплопроводность смазочного материала и способствует более эффективному отводу тепла из зоны трения. Однако 
широкое применение таких материалов сдерживается отсутствием надежных методов расчета теплового состояния 
смазочного слоя, учитывающих концентрацию присадок и нелинейный характер протекающих процессов. 
Материалы и методы. Численное решение задачи теплопроводности выполнено на основе ячеечной модели 

теории цепей Маркова. 
Результаты. Предложена модель теплопроводности в двухкомпонентном смазочном материале. Рассмотрены 

два потока тепла по различным компонентам смазочной композиции с учетом взаимного обмена энергиями между 
ними. В результате численного эксперимента получены и исследованы зависимости температуры смазочного слоя 
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от концентрации присадки, рассчитаны градиенты температуры внутри смазочного слоя, показано влияние мощ-
ности и положения источника теплоты на распределение температуры. 
Выводы. Разработанная модель теплопроводности и полученные результаты позволяют прогнозировать распре-

деление температуры в смазочном слое, выбирать концентрацию присадок под требуемые параметры работы 
пары трения. 
 
Ключевые слова: теплопроводность, углеродные нанотрубки, цепь Маркова, смазочный материал, энергия тре-

ния, трибологические характеристики смазочных композиций 
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A cell model of thermal conductivity in a two-component lubricant 
 
Abstract 
 

Background. Friction losses account for a significant portion of energy consumption in technological processes. Modern 

lubricants are multi-component systems, and carbon nanoparticles have recently been actively used as additives. This signif-
icantly improves the thermal conductivity of the lubricant and promotes more efficient heat dissipation from the friction zone.  
However, the widespread use of such materials is hindered due to the lack of reliable methods to calculate the thermal state 
of the lubricant layer, taking into account the concentration of additives and the nonlinear nature of the processes occurring. 
Materials and methods. The numerical solution of the heat conduction problem is based on the cell model of Markov 

chain theory. 
Results. A model of thermal conductivity in a two-component lubricant has been proposed. Two heat flows have been con-

sidered for different components of the lubricant taking into account the mutual exchange of energies between them. As a 
result of the numerical experiment, the dependences of the lubricating layer temperature on the additive concentration 
have been obtained and studied. Temperature gradients within the lubricating layer have been calculated. The influence 
of the power and position of the heat source on the temperature distribution has been shown. 
Conclusions. The developed thermal conductivity model and the obtained results allow us to predict the temperature 

distribution in the lubricant layer and select the concentration of additives for the required friction pair operating parameters. 
 
Key words: thermal conductivity, carbon nanotubes, Markov chain, lubricant, friction energy, tribological characteristics of 

lubricant compositions 
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Введение. Высокие требования, предъяв-
ляемые к снижению воздействия трения, вызы-
вающего повреждение контактирующих элемен-
тов узлов трения машин и механизмов, опреде-
ляют актуальность работ по созданию смазоч-
ных материалов (СМ) с заданными свойствами. 
СМ должны обеспечивать снижение негативных 
последствий процесса трения в условиях экс-
плуатации. Исследования в этой области вклю-
чают в себя, в том числе, анализ взаимосвязи 
физико-химических и трибологических свойств 
СМ. Широкий спектр исследований посвящен  

влиянию присадок на улучшение функциональ-
ных свойств СМ.  

В [1] показано, что наиболее перспектив-
ным в решении проблем трения и износа пред-
ставляется использование многофункциональ-
ных присадок в составе различных СМ. На смену 
традиционным порошкообразным графиту и ди-
сульфиду молибдена (MoS2) в конце прошлого 
века пришли и стали широко использоваться уг-
леродные наноструктуры [1–3]. 

Наноструктуры углерода обеспечивают 
противоизносное и антифрикционное действие. 
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Изучению трибологических характеристик сма-
зочных композиций (СК) посвящено большое ко-
личество работ, упор в которых сделан в основ-
ном на экспериментальные исследования [4].  
Выбор необходимого соотношения компонентов 
смазки также носит эмпирический характер.  

В [5] предложена методика определения оп-
тимальных составов масел, включающая в себя 
расчеты толщины, момента трения, динамиче-
ской вязкости, градиента температуры смазоч-
ного слоя (СС). Средняя температура СС рассчи-
тывается аналитически и может быть подтвер-
ждена экспериментально, а распределение тем-
пературы находится расчетным путем из реше-
ния уравнения теплопроводности Фурье в част-
ных производных и не поддается эксперимен-
тальной проверке. При этом для определения ко-
эффициента теплопроводности дисперсной си-
стемы необходимо проводить специальные экс-
периментальные исследования либо применять 
усредняющие зависимости, которые также тре-
буют экспериментальной проверки.  

В настоящее время задача разработки ма-
тематических моделей теплопроводности в дис-
персных системах, позволяющих учитывать соот-
ношение компонент СК, остается актуальной. 

Материалы и методы. Рассматривается 
одномерная задача процесса теплопроводности 
в СС. Смазочный материал представлен в виде 
модельной двухкомпонентной системы – меди-
цинского вазелина (МВ), модифицированного 
многостенными углеродными нанотрубками 
(МУНТ). На рис. 1 представлены эскизы пары 
трения «диск-диск» и зоны контакта.  

 

 
Рис. 1. Схемы пары трения (слева) и зоны контакта 
(справа) 

 
Диск 1 неподвижен, а диск 2 вращается с 

угловой скоростью . На диск 1 действует 
нагрузка N. Угловая скорость и нагрузка оказы-
вают влияние на силу трения и, соответственно, 
на тепловыделение в зоне контакта. Между кон-
тактирующими дисками подается СК – медицин-
ский вазелин/МУНТ. Присадки УНТ (углеродные 
нанотрубки) заполняют микронеровности, и на 
поверхности трения образуется пленка, которая 
снижает сопротивление скольжения и уменьшает 

износ контактирующих поверхностей  
[1, 3, 6, 7]. УНТ в СС выстраиваются в простран-
ственную решетку, образуя тепловые мостики 
между контактными парами, по которым отво-
дится тепло от СМ на периферию, тем самым по-
нижая температуру в зоне трибосопряжения [8]. 

Модель теплопроводности строится с ис-
пользованием аппарата теории цепей Маркова [9]. 
Согласно этому подходу, рабочая область разби-
вается на конечное число ячеек, а все теплофи-
зические параметры и параметры теплового со-
стояния считаются равномерно распределен-
ными по объему каждой индивидуальной ячейки. 
Изменение состояния системы определяется ре-
куррентным матричным равенством умножения 
матрицы параметров (или переходных вероятно-
стей в теории цепей Маркова) на текущий вектор 
состояния. В [10] показано, что различные вари-
анты представления теплофизических свойств 
гетерогенной среды существенно влияют на про-
гноз времени протекания процесса. В настоящем 
исследовании предлагается рассмотреть два от-
дельных процесса теплопроводности для каж-
дого из компонентов СК и учесть взаимный обмен 
энергиями между ними.  

Рассмотрим следующую схему движения 
тепловых потоков (рис. 2). Модель состоит из 
двух параллельных цепей ячеек, описывающих 
процесс теплопроводности в базовом СМ, и при-
садки из УНТ. Толщина слоя каждой цепи раз-
бита на одинаковое количество ячеек m разме-

ром x. Внутри каждой цепи происходит процесс 
теплопроводности – обмен энергиями между 
ячейками. Первая и последняя ячейки модели-
руют пленку из УНТ, которая образуется на ше-
роховатых поверхностях пары трения. В этом 
случае цепь ячеек базового СМ представляет 
собой уже плоскую многослойную стенку, ячееч-
ная модель теплопроводности которой по-
дробно представлена в [11]. 

 
 
Рис. 2. Расчетная схема двухпоточной ячеечной  
модели теплопроводности 
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Состояние системы описывается векторами 
теплоты Qs и температуры Ts для базового СМ и 
векторами Qc и Tc для УНТ, связь между которыми 
при единичной площади поперечного сечения 

ячеек определяется соотношением Q = T c  x, 

где с – теплоемкость;  – плотность среды. 
В процессе трения вращающегося и непо-

движного дисков происходит выделение тепла. 
Будем считать, что энергия трения подводится 

только к ячейкам базового СМ. Тогда за время t 

в ячейках с номерами 2, 1j m   генерируется 

некоторое количество теплоты Qej.  
Эволюция векторов состояния системы Qs 

и Qс в дискретные моменты времени k описыва-
ется рекуррентными зависимостями: 

Qs
k+1 = Ps

k Qs
k + Qe

k;  Qc
k+1= Pc

k Qc
k,  (1) 

где Ps
k, Pc

k – матрицы теплопроводности или пе-
реходных вероятностей. В общем случае эле-

менты этих матриц , ,, k k

s i j c i jp p  могут меняться с 

течением времени и зависеть от состояния си-
стемы, что требует их пересчета на каждом 
шаге. Таким образом, учитывается нелинейный 
характер процесса теплопроводности.  

Внешние ячейки с номерами 1 и m обме-
ниваются с материалами пары трения энергией 

Qs, Qc, которая в итоге рассеивается в окру-
жающую среду. Компоненты СК имеют разные 

коэффициенты теплоотдачи s и c. Коэффици-

ент теплоотдачи УНТ c значительно выше ко-

эффициента теплоотдачи базового СМ s, тем 
самым обеспечивается значительный теплоот-
вод энергии от базового СМ на периферию че-
рез УНТ. Расчет энергий теплоотдачи определя-
ется по следующим зависимостям: 

1 1

1 1

( ) ,

( ) ,

( ) ,

( ) ,

k k k
s s out s s

k k k
sm s out sm s

k k k
c с out c c

k k k
cm c out cm c

Q T T S t

Q T T S t

Q T T S t

Q T T S t

    

    

    

    

   (2) 

где Tout
k – температура контактов (в общем слу-

чае может изменяться с течением времени);  
Ss, Sc – площади контакта базового СМ и при-
садки УНТ. 

Площади Ss, Sc определяются в зависимо-
сти от массовой концентрации присадки kc по 
следующим формулам: 

(1 ) ( (1 ));s c c c s c cS k k k        (3) 

( (1 )).c c s c s c cS k k k         (4) 

Так как в одномерной постановке задачи про-
цесса теплопроводности поперечная площадь се-
чения цепи ячеек принимается равной условной 
единице, то Ss и Sc можно рассматривать как доли 
соответствующих площадей. Формулы (3) и (4)  
следовало бы умножить на единицу (1 м2), которую 

мы опускаем. Коэффициенты матриц переходных  
вероятностей [11] необходимо также умножить на 
доли соответствующих площадей: 

1
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 
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 
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 

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 


 
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   (5) 

где s, c – коэффициенты теплопроводности 
компонентов системы. 

Между ячейками базового СМ и присадки 
УНТ происходит теплообмен, величина которого 

зависит от коэффициента теплоотдачи sc и пло-
щади контакта, которая при известных средних 
значениях диаметра dc и длины hc УНТ опреде-
ляется по формуле 

/ ,cs c c cS V s v       (6) 

где Vc = Sc x – объем УНТ в ячейке; sc =  dc hc – 
площадь боковой поверхности УНТ (без учета 

торцевых частей); vc =  dc
2 hc /4 – объем УНТ.  

После подстановки и сокращений расчет 
площади контакта в зависимости от концентра-
ции примет вид 

4
.

( (1 ))
c s

cs

c c s c c

k x
S

d k k




 



 
   (7) 

Математическая модель, представленная 
зависимостями (1)–(7), позволяет описывать не-
стационарную теплопроводность в двухкомпо-
нентной дисперсной системе с внутренними ис-
точниками энергии, учитывающей соотношение 
компонентов. 

Результаты. Результаты численного экспе-
римента представлены на рис. 3–5. Расчеты вы-
полнены для двухкомпонентного СМ, состоящего 
из МВ и МУНТ, со следующими теплофизическими 
свойствами и модельными параметрами: тепло-

проводность s = 0,12, c = 1000 Вт/(мC); удель-

ная теплоемкость cs = 2242, cc = 932 Дж/(кгC); 

плотность s = 870, c = 1600 кг/м3 [12, 13]; коэф-

фициент теплоотдачи s = 1103 Вт/(м2C),  

c = 3103 Вт/(м2C), sc = 3103 Вт/(м2C); сред-
ние значения длины и наружного диаметра од-

ной УНТ (приняты равные hc = 110–6 м и  

dc = 5010–9 м соответственно [14]). Смазочный 

слой толщиной 310–6 м разбит на 10 ячеек с ша-

гом x = 310–7 м. За время t = 310–10 с  в каждой 
ячейке генерируется постоянное количество  



 «Вестник ИГЭУ».    2026 г.    Вып. 2 
 

 

93 

теплоты Qej
k = 910–7 Дж. Температура в начальный 

момент времени составляет 22 C. Концентрация 
МУНТ принималась в диапазоне от 0 до 2,0 %.  

На рис. 3 представлены результаты рас-
чета температуры внешнего слоя СМ, взаимо-
действующего с поверхностью вращающегося 
контакта (ячейка 2 на рис. 2). С увеличением кон-
центрации присадки происходит уменьшение 
температуры слоя за счет учета дополнитель-
ного теплоотвода через УНТ. Однако это умень-
шение незначительное, хотя на практике наблю-
дается более существенное снижение темпера-
туры [15]. Такие результаты объясняются отсут-
ствием учета изменения коэффициента трения 
в зависимости от концентрации присадки. 

 

 

Рис. 3. Зависимость температуры на границе смазоч-
ного слоя от концентрации МУНТ: 1 – 0 %; 2 – 1,0 %;  
3 – 2,0 % (энергия трения не зависит от концентрации) 

 

На рис. 4 представлены результаты рас-
чета температуры с учетом линейной зависимо-
сти уменьшения тепловыделения в СС от кон-
центрации УНТ [15]. В этом случае заметно су-
щественное понижение температуры СМ с уве-
личением содержания присадки. 

 

 

Рис. 4. Зависимость температуры на границе смазоч-
ного слоя от концентрации МУНТ: 1 – 0 %; 2 – 0,5 %;  
3 – 1,0 %; 4 – 1,5 %; 5 – 2 % (линейная зависимость 
энергии трения от концентрации) 

Предложенная модель позволяет рассчи-
тать не только кинетику процесса теплопроводно-
сти, но и распределение температуры внутри СС. 
На рис. 5 представлено установившееся распре-
деление температуры в СС при различном про-
филе источника энергии. Кривая 1 соответствует 
равномерному тепловому источнику. Ввиду сим-
метричности граничных условий рассматривае-
мой системы трения, максимальное значение 
температуры достигается в центре слоя СМ. 

В гидродинамическом режиме смазки теп-
ловыделение внутри смазочного слоя происхо-
дит неравномерно. Максимальное значение 
энергии трения достигается в приграничном к 
движущемуся контакту слое смазки. Кривая 2 
рассчитана при линейной зависимости энергии 
трения по ячейкам расчетной области, которая 
уменьшается в сторону увеличения номера 
ячейки. Наблюдается смещение максимума тем-
пературы смазочного слоя ближе к движуще-
муся контакту. 

 

 

Рис. 5. Распределение температуры в смазочном 
слое: 1 – равномерный источник тепла; 2 – линейное 
распределение источника тепла по ячейкам 

 
Предложенная модель теплопроводности 

может быть расширена на количество компонен-
тов больше двух, а также учитывать нелинейный 
характер параметров системы от температуры. 
Для этого необходимо пересчитывать коэффи-
циенты матриц переходных вероятностей на 
каждом шаге. 

Выводы. Разработанная на основе тео-
рии цепей Маркова ячеечная математическая 
модель теплопроводности в двухкомпонентном 
смазочном материале, модифицированном мно-
гослойными углеродными нанотрубками, позво-
ляет учитывать концентрацию присадки, нели-
нейный характер зависимостей теплофизиче-
ских свойств материалов от температуры, зада-
вать требуемое распределение источника теп-
лоты внутри смазочного слоя. 

Численные эксперименты показали адек-
ватное описание моделью процесса теплопро-
водности в смазочном слое. 

T,C 

Номер ячейки 

1 

2 

Источник энергии по ячейкам 

- кривая 1 

- кривая 2 

T,C 

t10-10, c 

1 

3 
2 

T,C 

t10-10, c 

1 2 
3 

4 
5 
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Предложенный подход может быть легко 
адаптирован для расчета теплопроводности в 
дисперсных системах с количеством компонен-
тов больше двух. 
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