
 «Вестник ИГЭУ»       Вып. 3     2018 г. 

 
 ФГБОУВО «Ивановский государственный энергетический университет имени В.И. Ленина» 

64 

Шумыло Евгений Романович, 
ФГБОУВО «Ивановский государственный энергетический университет имени В.И. Ленина»,  
студент, кафедра прикладной математики,  
e-mail: evgenyshumylo@gmail.com 
Shumylo Evgeny Romanovich,  
Ivanovo State Power Engineering University,  
Student of the Applied Mathematics Department,  
e-mail: evgenyshumylo@gmail.com 

 
 
 
 
 
 

УДК 519.688 
 

Моделирование нелинейной теплопроводности дискретными методами 
 

С.П. Бобков, А.С. Чернявская 
ФБГОУВО «Ивановский государственный химико-технологический университет»,  

г. Иваново, Российская Федерация 
E-mail: bsp@isuctl.ru  

 
Авторское резюме 
 

Состояние вопроса: Адекватное описание явлений при передаче тепла является чрезвычайно важной задачей 
для энергетической отрасли как в теоретическом плане, так и с позиций практического использования тепловых 
процессов. Классический подход к моделированию передачи тепла в сплошной среде предполагает использова-
ние уравнений теплопроводности, в которых теплофизические характеристики материалов обычно являются 
константами. В ряде случаев это является грубым допущением, особенно при рассмотрении процессов горения 
твердых тел. Учет влияния температуры на характеристики материалов приводит к необходимости исследовать 
нелинейные уравнения, что вызывает значительные вычислительные сложности. В этой связи становится целе-
сообразным использовать принципиально иные подходы к моделированию теплопроводности, одним из которых 
являются модели на основе систем клеточных автоматов. 
Материалы и методы: Использованы дискретные динамические модели в виде систем детерминированных 
клеточных автоматов. При этом сплошная среда рассматривается как совокупность взаимодействующих элемен-
тов, поведение которых полностью описывается локальными функциями. 
Результаты: Рассмотрены примеры использования систем клеточных автоматов для моделирования нелиней-
ных процессов переноса тепла с учетом наличия в материале объемных источников переменной мощности. По-
казаны преимущества дискретного подхода в сравнении с  параболическими дифференциальными уравнениями 
в частных производных с нелинейными коэффициентами. 
Выводы: Полученные данные дискретного моделирования хорошо согласуются с результатами использования 
классического подхода и не противоречат общепринятым в теории тепловых явлений взглядам.   
 
Ключевые слова: клеточные автоматы, теплопередача, нелинейные задачи теплопроводности, объемные ис-
точники тепла, дискретное моделирование. 

 

Nonlinear heat transfer modeling by discrete methods 
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Abstract 

 
Background: An adequate description of heat transfer phenomena is an extremely important task for the energy industry 
both theoretically and in terms of practical use of thermal processes. The classical approach to modeling heat transfer in a 
continuous medium involves the use of the heat equation in which the thermophysical characteristics of the materials are 
usually constants. In some cases, this is a rough assumption, especially when the combustion of solids is considered. Tak-
ing into account the temperature effect on the materials characteristics makes it necessary to investigate nonlinear equa-
tions, which is associated with significant computational difficulties. That is why it is reasonable to use fundamentally differ-
ent approaches to heat transfer modeling, such as models based on the systems of cellular automata. 
Materials and methods: Discrete dynamic models in the form of deterministic cellular automata systems are used. In 
this case, a continuous medium is considered as a set of interacting elements whose behavior is completely described 
by local functions. 
Results: We have considered examples of using cellular automata systems for modeling nonlinear heat transfer 
processes taking into account the presence of volumetric sources of variable power in the material. The paper shows the 
advantages of the discrete approach over the parabolic partial differential equations with nonlinear coefficients. 
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Conclusions: The obtained data of discrete modelling are in good agreement with the results of the classical approach 
and do not contradict the commonly accepted views adopted in the theory of thermal phenomena. 
 
Key words: cellular automata; heat transfer; nonlinear heat conduction problems, volumetric heat sources, discrete 
modelling. 
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Введение. Опыт математического моде-

лирования достаточно убедительно показыва-
ет, что для анализа поведения нелинейных 
объектов явно недостаточно традиционных 
подходов [1, 2]. Это вызвано, прежде всего, 
сложным поведением величин, характеризую-
щих эти объекты [3]. Этот тезис также спра-
ведлив и для линейных моделей, если они 
описывают объекты сложной пространствен-
ной структуры и содержат большое количество 
параметров, неизвестных величин, независи-
мых переменных [4]. 

Одной из альтернатив применению клас-
сических подходов к моделированию нелиней-
ных процессов является использование дис-
кретных динамических моделей в виде систем 
клеточных автоматов. Они явным образом сво-
дят макроскопические явления к точно опреде-
ленным микроскопическим процессам [5, 6]. 

Система клеточных автоматов в совре-
менном понимании – это модель, представ-
ляющая собой совокупность пространственных 
дискретных элементов (клеток, ячеек), опреде-
ленным образом соединенных между собой. 
Каждая отдельная клетка системы функциони-
рует как конечный автомат, т. е. характеризу-
ется конкретным состоянием и может его из-
менять под действием входных сигналов в 
дискретные моменты времени. Изменение со-
стояний происходит в соответствии с локаль-
ными функциями переходов для всех клеток 
системы синхронно в дискретные моменты 
времени. Указанные функции зависят от теку-
щего состояния самой клетки и состояния ее 
ближайших соседей [7]. 

При моделировании физических процес-
сов в качестве состояний и сигналов следует 
принимать фазовые переменные моделируе-
мого процесса. Так, при исследовании тепло-
вых процессов в качестве состояния выступает 
температура, сигналами являются потоки теп-
ла между клетками. 

Метод моделирования. Рассмотрим 
использование клеточных автоматов для ана-
лиза двухмерной задачи теплопроводности. 

Представим твердое тело (пластину) как 
массив из MN элементарных клеток размера 
hh. Схема дискретной модели двухмерного 
тела представлена на рис. 1. При этом внут-
ренние клетки будут связаны с четырьмя сосе-
дями. 

 
Рис. 1. Схема двухмерной клеточно-автоматной 

модели 
 
Для осуществления процесса моделиро-

вания необходимо иметь конкретный вид ло-
кальной функции переходов, которая соответ-
ствует рассматриваемому процессу. Ранее  
[8, 9] нами был подробно описан процесс вы-
вода функции переходов для теплопроводно-
сти, поэтому опустим некоторые подробности. 
В общем виде искомая функция имеет вид 
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где Ti,j(tk) и Ti,j(tk+1) – температуры (состояния) 
клетки с номером i,j в моменты времени k и 
k+1; Ci,j, i,j – теплоемкость и плотность мате-
риала клетки; q(m,n)(tk) – удельные мощности 
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где m,n – коэффициенты теплопроводности 
среды соответствующих клеток; h – шаг по ко-
ординатам. 

Выражения (1)–(3) справедливы для кле-
ток внутри области. Для элементов, располо-
женных на границе моделируемой области, 
нетрудно получить подобные выражения, учи-
тывая при этом наличие или отсутствие тепло-
обмена с окружающей средой. В частности, 
граничные клетки имеют меньшее количество 
соседей внутри рассматриваемой области. Ес-
ли считать моделируемое тело изолирован-
ным, при выводе функции переходов  для 
крайних клеток следует установить равенство 
нулю потока тепла в окружающую среду. В 
противном случае следует выразить величину 
данного потока  в соответствии с принятыми 
условиями на границе тела. 

Таким образом, появляются локальные 
правила, позволяющие на каждом шаге по 
времени определять новое состояние каждого 
элемента клеточного автомата и дающие воз-
можность моделировать процесс передачи те-
пла при известном начальном распределении 
температуры. Поскольку в выражения (1)–(3) 
входят теплофизические характеристики каж-
дой отдельной клетки, можно рассматривать 
теплоперенос в среде, в которой имеются зоны 
с различными параметрами материалов. 

Результаты и обсуждение. Конкретизи-
руем поставленную задачу. Пусть мы имитиру-
ет процесс горения, для чего введем в выра-

жения для функции переходов объемные ис-
точники тепла: 
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где (tk) – удельная мощность источника тепла. 
Процесс моделируется на пластине, со-

стоящей из 1681 (41х41) клеток размера 1 мм. 
Предусмотрена возможность отдачи тепла в 
окружающую среду, температура которой при-
нимается постоянной. В исходном состоянии 
начальные температуры среды и пластины 
приняты равными 0 градусов. Центральная точ-
ка пластины «поджигается» мгновенным тепло-
вым импульсом, температура которого превы-
шает исходную температуру пластины на 5 гра-
дусов. Теплофизические характеристики мате-
риала принимались следующими: удельная те-
плоемкость 1000 Дж/(кгК); плотность 1500 кг/м3; 
исходная теплопроводность 1 Вт/(мК). Величи-
на шага по времени равна 0,005 с. 

Пример 1. Рассмотрим квазилинейную 
задачу, в которой примем следующую зависи-
мость удельной мощности источников от тем-
пературы: 

(T) = kT. 

Такие условия характерны для теплопе-
реноса, осложненного экзотермическими явле-
ниями. Результаты моделирования приведены 
на рис. 2, где показаны профили температуры в 
последовательные моменты времени при k = 0,9.  

 

 
 
Рис. 2. Прогрев пластины при наличии источников постоянной удельной мощности 
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Моменты модельного времени на рис. 2–4 
проставлены в правом верхнем углу. По гори-
зонтальным осям отложены размеры пласти-
ны, по оси аппликат – температура в условных 
единицах. Анализ полученных результатов 
(рис. 2) показывает, что тепло распространяет-
ся от более нагретых участков к менее нагре-
тым, но в точке воздействия начального им-
пульса температура резко возрастает. Следует 
отметить, что линейная зависимость удельной 
мощности внутренних источников теплоты от 
температуры является слишком грубым при-
ближением. Кроме того, в данном примере ко-
эффициент теплопроводности принимался по-
стоянным, хотя он зависит от температуры. 

Пример 2. Рассмотрим второй пример, 
где введены нелинейные законы изменения 
мощности источника и учтено влияние темпе-
ратуры на транспортные коэффициенты. При-
мем следующее: 

(T) = kT,  (T) = 0T.             (4) 

Иллюстрация второго примера при k = 0,1; 
 = 1,2;  = 0,05 дана на рис. 3. 

В отличие от предыдущего примера, 
температура в центральной зоне возрастает 
более резко и, главное, нагретые участки бо-
лее локализованы. 

Следует сказать, что оба рассмотренных 
примера могут иллюстрировать процесс горе-
ния только на начальных этапах, поскольку 
неограниченное возрастание температуры 
противоречит физической картине реального 
процесса. 

Пример 3. Исследуем процесс с учетом 
эндотермических эффектов, которые достаточ-
но часто присутствуют в реальных условиях. 
Введем следующий закон зависимости удель-
ной мощности источника от температуры: 

(T) = kT – T3. 

Влияние температуры на изменение 
транспортных коэффициентов будем учитывать 
выражением (4). Результаты моделирования 
при k = 0,15;  = 0,01 иллюстрирует рис. 4. 

Эти данные значительно отличаются от 
полученных ранее: температура пластины 
стремится к предельному значению, а распро-
странение теплоты обладает достаточно ярко 
выраженным фронтом. В реальных процессах 
такая ситуация может иметь место, например, 
при выгорании топлива. 

Можно отметить, что приведенные ре-
зультаты, полученные с использованием дис-
кретной динамической модели, вполне соот-
ветствуют классическим представлениям о 
протекании данных процессов. 

 
 
Рис. 3. Прогрев пластины с нелинейной теплопроводностью и нелинейными источниками тепла  
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Рис. 4. Прогрев пластины с учетом эндотермических эффектов 

 
Ранее публиковались данные о модели-

ровании нелинейной теплопроводности [10], но 
их авторы использовали для исследований 
параболические дифференциальные уравне-
ния переноса с нелинейными членами и ко-
эффициентами.  

В заключение следует отметить следую-
щее. Использование дискретных динамических 
моделей в виде систем клеточных автоматов 
представляется в ряде случаев более простым 
в реализации по сравнению с применением 
дифференциальных уравнений с частными 
производными. Особенно это касается рас-
смотренных примеров анализа нелинейных 
процессов и процессов в неоднородных сре-
дах. В частности, при переходе от одного рас-
смотренного примера к другому не приходи-
лось изменять вычислительный алгоритм, а 
только вводились новые зависимости для вы-
числения встроенных функций. 

Выводы. Описанный подход представ-
ляется не только более простым в реализации, 
но и физически более ясным.  

Принципиальное отличие между класси-
ческим и предлагаемым подходами состоит в 
том, что пошаговый характер правил перехо-
дов позволяет выразить присущие большинст-

ву физико-химических процессов нелиней-
ность и дискретность самым непосредствен-
ным образом. 

Клеточные автоматы позволяют описы-
вать сложные механизмы процесса, которые 
другими методами описать чрезвычайно труд-
но. С этих позиций клеточные автоматы можно 
рассматривать как методику представления 
задачи, целью которой является разбиение 
большой задачи на множество дискретных, 
мелких задач таким образом, что формулиров-
ка задачи для одного элемента одновременно 
является формулировкой всех задач для всех 
элементов. К этому следует добавить, что при-
сущая клеточным автоматам локальность соз-
дает все условия для успешного использова-
ния специализированных компьютеров, обла-
дающих параллельностью вычислений. Дан-
ный факт, безусловно, позволит повысить ско-
рость расчетов рассмотренных моделей. 
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