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Авторское резюме 

Состояние вопроса. В современных отечественных и зарубежных работах при моделирования систем 
переменного тока с несинусоидальной формой питающего напряжения предлагается использовать 
метод частотного анализа с применением преобразований Фурье. При использовании вышеуказанного 
метода для расчета установившихся режимов электротехнического комплекса повышенной частоты 
были выявлены расхождения расчетных и экспериментальных результатов, а также зафиксировано 
длительное время просчета модели. В целях решения этих проблем актуальной является задача 
получения обобщенных формульных выражений для величины внутреннего сопротивления 
IGBT-транзисторов и амплитуды воздействующей ЭДС (напряжения) в составе электротехнического 
комплекса повышенной частоты при использовании разложения Фурье.  
Материалы и методы. Обобщенные выражения для определения внутреннего сопротивления 
IGBT-транзисторов получены путем анализа физических процессов диффузии зарядов. Амплитуды 
воздействующей ЭДС (напряжения) определены методом численного интегрирования. 
Результаты. Сформированы упрощенные аналитические выражения, пригодные для определения 
частотной зависимости сопротивления IGBT-транзисторов в открытом состоянии в электротехниче-
ских устройствах. Выполнена оптимизация скорости расчета модели электротехнического комплекса 
повышенной частоты с применением частотного анализа. 
Выводы. Полученные обобщенные аналитические выражения позволяют более точно производить 
вычисление величины внутреннего сопротивления транзистора (разница достигает 70 %). Оптимиза-
ция способа расчета в методике позволила сократить время расчета модели электротехнического 
комплекса повышенной частоты с Nk = 3000 гармоник с 8 часов до 3 минут. Модернизированная мето-
дика может быть использована не только для расчета электротехнического комплекса повышенной 
частоты, но и для анализа любых электрических цепей с компонентами силовой электроники при воз-
действии непериодических несинусоидальных токов и напряжений.  

Ключевые слова: методика расчета, частотный анализ, преобразователь напряжения, повышенная 
частота, сопротивление транзисторов, численное интегрирование, аналитическое выражение, ЭДС, 
разложение Фурье 
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Abstract 

Background. The authors of modern Russian and foreign works suggest using the method of frequency 
analysis with Fourier transforms for modeling alternating current systems with a non-sinusoidal supply volt-
age. By applying the above-mentioned method to calculating steady-state modes of increased frequency 
power electrical systems (IFPES), we have found that there are significant differences between the calculat-
ed and experimental results, and the model calculation time is long. These problems can be solved by ob-
taining generalized formula expressions for the internal resistance value of IGBT transistors and the ampli-
tudes of the acting EMF (voltage) in the IFPES applying Fourier decomposition. 
Materials and methods. The generalized expressions for determining the internal resistance of IGBT tran-
sistors were obtained by analyzing physical processes of charge diffusion. The amplitude of the acting EMF 
(voltage) was determined by numerical integration. 
Results. Simplified analytical expressions suitable for determining the frequency dependence of the re-
sistance of IGBT transistors in the open state in electrical devices have been obtained. The IFPES calcula-
tion rate model has been optimized by frequency analysis. 
Conclusions. The obtained generalized analytical expressions allow making more accurate calculations of the 
transistor internal resistance value (with a difference of 70 % compared to the previously used value). By opti-
mizing the calculation method we were able to reduce the model calculation from 8 hours to 3 minutes with 
Nk = 3000 harmonics. The modernized method can be used not only for calculating the IFPES but also for ana-
lyzing any electrical circuits with power electronics components exposed to non-periodic and non-sinusoidal 
currents and voltages. 

Key words: calculation method, frequency analysis, voltage transformer, increased frequency, resistance of 
transistors, numerical integration, analytical expression, EMF, Fourier decomposition  
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Введение. Разработанная ранее ме-
тодика электрического расчета устано-
вившегося режима электротехнических 
комплексов повышенной частоты (ЭТКПЧ) 
[1], позволяющая вычислять токи и напря-
жения в различных узлах схемы замеще-
ния комплекса, основанная на применении 
частотного анализа [2], в настоящее время 
может быть подвергнута доработкам в це-
лях повышения достоверности расчета и 
значительного увеличения скорости вы-
числений. Объектами применения методи-
ки, например, могут выступать локальные 
ЭТКПЧ, предназначенные для организа-
ции электротепловой обработки (ЭТО) на 
промышленных предприятиях строитель-
ной отрасли. Такой вид электротепловой 
обработки обладает высокими энергети-
ческими и технико-экономическими харак-
теристиками и может быть успешно реа-
лизован на строительных предприятиях, 
выпускающих готовые (типовые) железо-
бетонные изделия.  

Электрическая схема замещения та-
кого комплекса показана на рис. 1, 2. 

Выполненные ранее вычисления 
[1, 2] с использованием указанной выше 
методики давали завышенные значения 
высокочастотных составляющих токов и 
напряжений, особенно в режиме холостого 
хода ЭТКПЧ. Возможной причиной такого 
результата является недостаточно точное 
представление зависимости внутреннего 
сопротивления транзисторов от частоты 
гармоник разложения Фурье [4–8].  

Другим недостатком методики [1] яв-
ляется большое время, необходимое на 
вычисление варианта схемы ЭТКПЧ, так 
как процесс расчета связан с многократ-
ным вычислением большого числа опре-
деленных интегралов численным методом 
из-за использования разложения Фурье с 
числом составляющих, достигающим 3000 
и более [1]. 

С учетом перечисленных недостатков 
методика расчета установившихся режи-
мов ЭКТПЧ должна быть модернизирована.
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Рис. 1. Электрическая схема ЭТКПЧ: С – емкость на шинах постоянного тока для сглаживания пуль-
саций; VT1-VT4, VD1-VD4 – силовые транзисторы и диоды полупроводникового преобразователя соот-
ветственно; Тр1, Тр2 – повышающий и понижающий силовые трансформаторы соответственно; lк – 
длина кабельной линии электропередачи; Lр – реактор 
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Рис. 2. Схема замещения ЭТКПЧ: Uk – источник напряжения k-й гармоники; Zвн – внутренне сопротивле-
ние источника напряжения; Cтн и Cтв – емкость обмоток низкого и высокого напряжения силовых транс-
форматоров соответственно; Lsн и Lsв – индуктивности рассеивания обмоток низшего и высокого напря-
жения силовых трансформаторов соответственно; R1 и R2 – активные сопротивления обмоток низкого и 
высокого напряжения силовых трансформаторов соответственно; R и L – активное сопротивление и 
индуктивность ветви намагничивания трансформатора; Rp – активное сопротивление реактора; Lp – ин-
дуктивность реактора; Rн – сопротивление (активное) нагрузки; lК – длина высоковольтной кабельной 
линии, представленной в виде линии с распределенными параметрами; R0, L0, C0 – погонные парамет-
ры линии (активное сопротивление, индуктивность и емкость на единицу длины)

Материалы и методы. Уточнение 
влияния внутреннего сопротивления 
транзистора в преобразователе 
напряжения. Противо-ЭДС. В [1, 4–8] 
показано, что, исходя из существующих 
представлений о диффузионном распро-
странении неосновных носителей заряда 
от эмиттерного перехода к коллекторному 
при работе транзистора и явления запаз-
дывания появления тока коллектора отно-
сительно тока эмиттера, может быть полу-
чена формула (1), описывающая зависи-
мость внутреннего сопротивления транзи-
стора от кратности гармоники: 
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 – внутреннее сопротивле-

ние транзистора в открытом состояния при 
постоянном напряжения; k – 1, 3, 5, … – 
кратность гармоники (в кривой ЭДС при-
сутствуют только нечетные гармоники [1]); 
f1 – частота первой гармоники; fa – пре-

дельная частота усиления (паспортное 
значение); ( )  – модуль коэффициента
передачи транзистора по току; ТU  – па-
дение напряжения на открытом транзисто-
ре при постоянном токе Ik0 (паспортные 
значения).  

Формула (1) получена с использова-
нием широко распространенного [3–8] спо-
соба вычисления коэффициента передачи 
транзистора по току ( )  :  
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(2) 

где 0 ≈ 1 – коэффициент передачи по току 
на постоянном напряжении; f – произволь-
ное значение частоты;  = 2f; а = 2fa.  

Согласно (1), с увеличением кратно-
сти гармоники внутреннее сопротивление 
транзистора постоянно увеличивается. 
Существующая методика электрического 
расчета установившихся режимов работы 
ЭТКПЧ [1], в основе которой лежит приме-
нение формулы (1), согласно эксперимен-
тальным данным [1, 11], дает завышенные 
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значения высокочастотных составляющих 
токов и напряжений. Таким образом, рас-
смотренная зависимость Zвнk от кратности 
гармоники, по сравнению с тем влиянием, 
которое определяется соотношением (1), 
должна быть более выраженной.  

Существует выражение [8], позволя-
ющее более точно учесть влияние частоты 
на величину коэффициента передачи по 
току. Формулу (2) можно записать в пока-
зательной форме: 
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сдвиг (отставание) по фазе 

тока коллектора от тока эмиттера вслед-
ствие относительно медленного процесса 
диффузионного распространения неос-
новных носителей от эмиттерного перехо-
да к коллекторному. 

Как показано в [5–7] на основе де-
тального анализа процесса диффузии не-
основных носителей в базовой области, 
угол сдвига по фазе при  = а должен со-
ставлять  = 60о , однако из выражения (3) 
в этом случае (/а=1)  этот угол имеет 
величину 45о, т.е. формулы (3) и (2) не со-
всем адекватно отражают фактическую 
зависимость коэффициента передачи по 
току от частоты.  

Для устранения этого противоречия 
необходимо ввести поправочный коэффи-
циент m безразмерного характера: 
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Тогда угол сдвига по фазе составит 
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Полагая в этой формуле  = 600 , т.е. 
 = /3, а также  = а, из соотношения (5) 
можно определить значение этого безраз-
мерного коэффициента: 

1,73.
3

m tg


   (6) 

Коэффициент передачи по току уже с 
поправочным коэффициентом может быть 
записан следующим образом:  
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Применяя совместно формулы (1) и 
(7), нетрудно получить формулу для опре-
деления уточненного значения внутреннего 
сопротивления транзистора в открытом со-
стоянии: 
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Если (8) в комплексной форме умножить 
на величину тока коллектора Iк0, то получит-
ся следующее выражение: 
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где ( )ТU   – падение напряжения на от-
крытом транзисторе при произвольных 
значениях частоты напряжения и кратно-
сти гармоники; Евн() – противо-ЭДС, от-
ражающая скорректированное значение 
внутреннего сопротивления (8): 

1 1
вн 0 вн0( ) .к T

а а

kf kf
Е jI Z j U

f f
      (11) 

Выражения (8) и (10) позволяют 
предложить новый вариант схемы заме-
щения транзисторного преобразователя 
напряжения, представленный на рис. 3, в 
том случае, если для определения внут-
реннего сопротивления используется вы-
ражение (1). 

Если Zвнk определятся с помощью 
формулы (8), то противо-ЭДС Евн() необ-
ходимо исключить из схемы замещения 
транзисторного мостового преобразовате-
ля напряжения. 

вн( )Е 

внk
Z

k
U

Рис. 3. Схема замещения транзисторного пре-
образователя напряжения с использованием 
противо-ЭДС 

Для сравнения результатов расчета 
по формулам (1) и (8) целесообразно вы-
разить величину внутреннего сопротивле-
ния в относительных значениях: 
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где 1m    – для прежней методики расчета 
с использованием соотношения (1); 

1,73m   – для нового способа определения 
(8) величины внутреннего сопротивления. 

На рис. 4 представлены зависимости, 
полученные с использованием соотноше-
ний (1) и (12). 

Анализ полученных зависимостей 
(рис. 4) показывает, что применение 
соотношения (8) дает значения величины 
внутреннего сопротивления на 70 % выше, 
чем с использованием ранее рассмот-
ренной методики (1).  
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Рис. 4. Зависимости величины внутреннего 
сопротивления транзисторного преобразова-
теля от отношения f/fa = kf1/fa: 1 – m = 1; 2 – 
m = 1,73 

U2

t

c

В U2

t

c

В

U2

t

c

В
U2

t

c

В

Работа под нагрузкой Режим холостого хода 
  в) 

Рис. 5. Расчетные (а, б) и экспериментальные осциллограммы (в) напряжения на высоковольтной ка-
бельной линии: а – при использовании в расчетах ранее предложенной формулы (1); б – при исполь-
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Для оценки результатов применения 
уточненной методики был выполнен расчет 
установившегося режима ЭТКПЧ. На рис. 5 
представлены расчетные осциллограммы 
напряжения высоковольтной кабельной 
линии в режиме ХХ и под нагрузкой для ма-
кета ЭТКПЧ, описанного в [9, 10]. Эти ос-
циллограммы наглядно демонстрируют тот 
факт, что при использовании нового спосо-
ба определения внkZ  обеспечивается луч-
шее согласование результатов расчета и 
опыта. Применение в расчетах ранее 
предложенной формулы приводит к явно 
завышенным значениям амплитуды высо-
кочастотных колебаний, т.е. величины 
внутренних перенапряжений. Это приводит, 
в свою очередь, к излишним запасам элек-
трической прочности изоляции элементов 
ЭТКПЧ (высоковольтных силовых транс-
форматоров [10] и кабельной линии [9]). 

Совершенствование методики 
расчета параметров гармоник при 
разложении кривой ЭДС в ряд Фурье в 
целях ускорения вычислений. Другой 
задачей совершенствования методики 
электрического расчета установившихся 
режимов работы ЭТКПЧ является ускоре-
ние вычислений. Для ее решения следует 
обратить внимание на процесс определе-
ния параметров гармоник при разложении 
кривой ЭДС в ряд Фурье. Как показано в [1], 
наилучшим вариантом представления ре-
альной осциллограммы ЭДС является сти-
лизованная кривая ЭДС, показанная на 
рис. 5. Согласно [1, 11–15], амплитуда гар-
моник при разложения исходного сигнала 
(рис. 6) в ряд Фурье определяется посред-
ством его интегрирования в течение одного 
периода колебаний 0÷Т с использованием 
формулы 

1
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2 ( ) sin( )

2 ( ),
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    (13) 

где U(t) – аналитическое описание исходно-
го сигнала. 

При выполнении интегрирования (13) 
кривую ЭДС можно рассматривать как 
функцию, имеющую точки разрыва. В этом 
случае интеграл от такой функции опреде-
ляется как сумма интегралов в пределах 
тех участков, где она остается непрерыв-
ной и может быть описана аналитически 
[14]. Как показано на рис. 6, в рассматрива-
емом случае можно выделить 9 таких 
участков. 

Рис. 6. Стилизованная осциллограмма и пара-
метры ЭДС транзисторного преобразователя 
напряжения U(t) «трапеция с паузой»: 

( 2 )mT T    – длительность амплитудного 
значения при 1 22t t   ; Um – амплитудное 
значение ЭДС 

Таким образом, интеграл за один пе-
риод изменения ЭДС во времени необхо-
димо представить, как сумму 9 слагаемых 
I1÷I9 (13), каждое из которых соответствует 
одному из участков, отмеченных на рис. 6, 
полагая, что в течение паузы (участки 1, 5, 9) 
ЭДС U(t) = 0, на участках 3 и 7 – U(t) = Um и 
U(t) = –Um, а на участках 2, 4, 6, 8 имеет ме-
сто изменение напряжения по линейному 
закону. Были составлены выражения для 
вычисления интегралов формулы (13) на 
каждом участке:  
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Согласно (14), 

1 5 9 0,I I I    (15) 

что упрощает использование соотношения 
(13). Для вычисления определенных инте-
гралов I3 и I7 можно применить известную 
формулу [10]: 
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Интегралы I4 , I6 , I8 можно свести к 
следующему виду: 
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(17) 

С учетом (16) и (17) выражение (14) 
может быть вычислено без процедуры чис-
ленного интегрирования лишь с использо-
ванием аналитических выражений.  

Например, интеграл I3 может быть пред-
ставлен следующим аналитическим выра-
жением: 
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(18) 
Интеграл I4 может быть выражен фор-

мулой 
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(19) 

Полученные выражения вида 
(18)–(19) позволяют при определении ам-
плитуды гармоник ЭДС с помощью форму-
лы (13) полностью отказаться от процеду-
ры численного интегрирования. 

Результаты. Несмотря на то, что 
полученное аналитическое выражение 
представляет собой набор достаточно 
громоздких формул (18), их применение в 
расчетных программах вместо использо-
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вания численного интегрирования привело 
к многократному снижению времени вы-
числении (рис. 7). В качестве тестовой си-
стемы использован ПК на базе Intel® Core 
i3-4005U @ 1.70 GHz с поддержкой Hyper 
Threading, 8ГБ ОЗУ.  
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Рис. 7 Длительность вычисления характери-
стик установившегося режима работы ЭТКПЧ в 
зависимости от количества учитываемых гар-
моник: светлый цвет – использование анали-
тических выражений; темный цвет – использо-
вание численного интегрирования 

Согласно полученным данным (рис. 7), 
с увеличением числа гармоник разложения 
Nk различие в длительности вычислений 
разными способами быстро нарастает. 
Причем если при числе гармоник Nk = 100 
длительность вычислений оказывается по-
чти одинаковой и не превышает 2 мин, то 
при использовании рекомендуемого значе-
ния Nk = 3000 [1] длительность вычислений 
по аналитическим выражениям не превы-
шает 3 мин, а при численном интегрирова-
нии достигает 8 часов. 

Выводы. Полученное уточненное 
выражение для определения величины 
внутреннего сопротивления полностью от-
крытого транзистора в зависимости от ча-
стоты гармоник разложения кривой ЭДС 
транзисторного преобразователя напря-
жения обязательно при выполнении элек-
трического расчета установившихся режи-
мов работы ЭТКПЧ с источником питания 
на основе транзисторного преобразовате-
ля напряжения. 

Полученное аналитическое выраже-
ние для вычисления интеграла разложе-
ния Фурье при определении амплитуды 
гармоник, входящих в состав кривой ЭДС 
«трапеция с паузой» преобразователя, 
позволяет снизить временные затраты на 
вычисление. 

Таким образом, методика электриче-
ского расчета установившихся режимов 

работы ЭТКПЧ усовершенствована по-
средством перехода на вычисление ана-
литических выражений вместо процедуры 
многократного численного интегрирова-
ния, что позволяет значительно умень-
шить затраты времени на выполнение 
расчетов. 

Целесообразно дальнейшее разви-
тие и совершенствование методики расче-
та установившихся режимов ЭТКПЧ, 
например, в целях учета нелинейных ха-
рактеристик некоторых элементов схемы 
замещения ЭТКПЧ. 
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