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Авторское резюме 

Состояние вопроса. Подавляющее большинство теплоэнергетических процессов включает в себя 
перемещение значительных количеств газов и жидкостей. Поэтому важной и актуальной задачей 
следует считать разработку подходов для компьютерной имитации и визуализации потоков сплошной 
среды в технологических аппаратах и трубопроводах. В последнее время появилась целая группа 
новых подходов к математическому моделированию потоков сплошных сред, прежде всего использо-
вание для данных целей дискретных математических объектов. Дискретные подходы могут упрощать 
процедуры моделирования в тех случаях, когда традиционные методы приводят к сложным вычисле-
ниям, требующим больших затрат времени. В то же время при использовании дискретных моделей 
часто возникают вопросы, касающиеся корректности описания дискретными методами тех или иных 
режимов течения. Вторая проблема использования упомянутых моделей – это масштабный переход 
от модельных дискретных параметров к общепринятым макроскопическим характеристикам течений. 
Целью данной работы является определение режимов течения сплошной среды, для которых приме-
нение конкретных моделей можно считать корректным.  
Материалы и методы. Рассмотрены дискретные динамические модели в виде решеточных газов. 
При этом сплошная среда представляется совокупностью частиц, движущихся только в разрешенных 
направлениях. Несмотря на определенные ограничения, имеется много доказательств того, что ре-
шеточные газы достаточно успешно описывают целый ряд гидродинамических явлений, а получен-
ные результаты не противоречат общепринятым взглядам на физическую природу процессов движе-
ния сплошных сред. 
Результаты. Описываются подходы, позволяющие оценить параметры течений, используя общепри-
нятые макроскопические показатели. Исследованы возможные области применения моделей реше-
точных газов, использующих движение виртуальных частиц на пространственной решетке (модели 
HPP и FHP), а также модели, использующей дискретный аналог уравнения Больцмана (модель LBM)  
для имитации и визуализации потоков сплошных сред. 
Выводы. Полученные данные хорошо согласуются с общепринятыми результатами и не противоре-
чат положениям классической гидродинамики. Модели, рассматривающие столкновения частиц (HPP 
и FHP), применимы для описания течений газов в ламинарных режимах. Для моделирования и визуа-
лизации течений реальных жидкостей более корректной следует считать модель LBM.  

Ключевые слова: дискретный подход, решеточный газ, HPP, FHP и LBM модели 
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Abstract 

Background. The vast majority of heat and power processes include the motion of significant amounts of 
gases and liquids. This makes it important and quite urgent to develop approaches for computer simulation 
and visualization of continuum flows in technological devices and pipelines. A whole set of new approaches 
to mathematical modelling of continuum flows has been recently developed. The most common one is using 
discrete mathematical models for these purposes. Discrete approaches can simplify modeling procedures in 
cases where traditional methods require complex time-consuming calculations. At the same time, correct-
ness of description of various flow regimes by the discrete methods is often questioned. The second problem 
of the mentioned models is a large-scale transition from model discrete parameters to generally accepted 
macroscopic characteristics of flows. The purpose of this work is to determine continuous flow regimes that 
can be correctly described by certain models. 
Materials and methods. The paper considers discrete dynamic models in the form of lattice gases. A con-
tinuum in this case is represented by a set of particles moving only in allowed directions. Despite certain limi-
tations, there is solid evidence that lattice gases quite successfully describe a whole range of hydrodynamic 
phenomena, and the obtained results do not contradict the generally accepted views on the physical nature 
of continuum motion processes. 
Results. The paper describes approaches that allow estimating flow parameters using generally accepted 
macroscopic indicators. It also studies possible application areas of lattice gas models using the motion of 
virtual particles on a spatial lattice (HPP and FHP models) and the model based on the discrete analogue of 
the Boltzmann equation (LBM model) to simulate and visualize continuum flows. 
Conclusions. The obtained data are in good agreement with the generally accepted results and do not con-
tradict the provisions of classical hydrodynamics. The paper shows that the models considering particle colli-
sions (HPP and FHP) are applicable to describing gas flows in laminar regimes. The LBM model should be 
considered to be more correct for simulation and visualization of real fluid flows. 

Key words: discrete approach, lattice gas, HPP, FHP and LBM models 
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Введение. В отличие от классиче-
ских уравнений движения сплошной сре-
ды, в решеточных газах рассматривается 
движение виртуальных частиц в некото-
ром дискретном пространстве и дискрет-
ном времени [1, 2, 3]. Подавляющее 
большинство известных моделей реше-
точных газов строятся по следующим ос-
новным принципам [4, 5]. Исследуемое 
пространство разбивается на дискретные 
элементы некоторой пространственной 
решеткой. Сплошная среда представляет-
ся заполненной гипотетическими идеаль-
ными частицами, которые могут двигаться 
только в направлении узлов указанной 
решетки. Вид пространственной решетки, 
а также правила перемещения и взаимо-
действия частиц на ней определяются 
конкретной принятой моделью. 

Существует несколько разновидно-
стей моделей решеточных газов. 

Большая группа моделей предпола-
гает рассмотрение движения отдельных 
частиц, заполняющих модельное про-

странство. Достаточно хорошо известны 
модели HPP и FHP, названные так по 
первым буквам фамилий их авторов [6, 7]. 
При использовании указанных моделей 
приняты следующие допущения и ограни-
чения:  

1. В каждый момент дискретного
модельного времени частицы могут нахо-
диться только в узлах пространственной 
решетки. 

2. Все частицы имеют одинаковую
массу, равную единице. 

3. Вектор скорости каждой частицы
может быть направлен только в сторону 
одного из соседних узлов решетки. 

4. Модуль вектора скорости частицы
либо равен единице, либо равен нулю (ес-
ли модель предполагает наличие частиц 
покоя). 

5. В один и тот же момент времени в
каждом узле решетки не могут находиться 
две и более частиц с одинаковыми векто-
рами скорости. 
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Основной принципиальной разницей 
между HPP и FHP моделями является тот 
факт, что первая из них рассматривает 
движение виртуальных частиц по ортого-
нальной решетке, а вторая – по гексаго-
нальной.  

Методика моделирования. Моде-
лирование поведения газа на каждом шаге 
по времени происходит в два этапа: пере-
мещение частиц в соседние узлы (этап 
сдвига); соударение частиц в узлах (этап 
столкновения). Правила поведения частиц 
в узлах при столкновении принимаются 
такими, чтобы сохранялось количество ча-
стиц и их полный импульс. Для моделиро-
вания процессов в реальных объектах в 
рассмотрение вводятся узлы-стенки, кото-
рые задают граничные условия. В необхо-
димых случаях в модели можно рассмат-
ривать и узлы-источники (стоки) частиц. В 
них с некоторой вероятностью могут появ-
ляться (исчезать) частицы с определен-
ными направлениями вектора скорости. 
Такой прием позволяет моделировать по-
токи. Изменение давления можно модели-
ровать, меняя среднюю концентрацию ча-
стиц в исследуемом пространстве. 

Изотропия дискретного пространства 
при наличии фиксированных направлений 
скорости частиц обеспечивается необхо-
димыми соотношениями симметрии между 
векторами скоростей частиц. Теория дис-
кретной газовой динамики определяет 
условия изотропии с помощью тензоров, 
которые отображают (линейно преобразу-
ют) пространственную решетку соответ-
ствующей модели в декартову решетку [8]. 
При этом структура дискретного простран-
ства считается изотропной, если выпол-
няются условия симметрии упомянутых 
тензоров до четвертого ранга включитель-
но. Для FHP модели условия выполняются 
полностью, для HPP модели симметрия 
выполняется до тензоров третьего ранга, 
однако модель остается вполне пригодной 
для использования [9]. 

Во всех случаях процесс моделиро-
вания поведения газа представляет собой 
получение последовательности массивов 
скоростей частиц в узлах соответствую-
щей решетки в конкретный момент дис-
кретного времени. 

Таким образом, моделируемая среда 
представляется клеточным полем (масси-

вом) (t), в котором состояние каждой 
клетки (узла) описано булевым вектором 
длиной b – по числу возможных направле-

ний векторов скорости. Каждый разряд 
вектора определяет наличие (si = 1) или 
отсутствие (si = 0) в клетке частицы, кото-
рая движется со скоростью ci в сторону 
i-го соседа.  

Эволюцию клеточного поля про-
странственной решетки в дискретном вре-
мени t = {t0, t1, …} можно представить сле-
дующим образом:  

 (t0), (t1), (t2), . . . (tend).  (1) 

При этом клеточное поле определя-
ется векторами состояний клеток Sj и их 
координатами rj : 

 =  (Sj, rj, tk).            (2) 
Режим работы клеточного автомата – 

синхронный. На этапе сдвига все частицы 
перемещаются в соседние узлы в направ-
лении соответствующих векторов скоро-
стей. На этапе взаимодействия происхо-
дит изменение состояния элементарного 
автомата в соответствии с принятыми в 
конкретной модели правилами столкнове-
ния. При этом происходит замена одного 
состояния клетки на другое в соответствии 
с функцией переходов:  

S = (s1, ..., sb)      S = (s1, ..., sb).   (3) 

Функция переходов (X, S) должна 
обеспечивать выполнение законов сохра-
нения.  

Результаты и обсуждение. Можно 
привести некоторые результаты модели-
рования течения сплошных сред с приме-
нением рассмотренных выше моделей. В 
частности, на рис. 1 представлены векто-
ры скоростей потока сплошной среды в 
отдельных узлах решетки в установив-
шемся режиме. Результаты получены с 
использованием HPP модели. 

Рис. 1. Поток HPP-газа между стенками 
при наличии двух препятствий 

Использовалась ортогональная ре-
шетка размера 800 на 200 узлов. На левой 
границе рассматриваемой области распо-
лагались узлы-источники, генерирующие 
появление частиц, вектор скорости кото-
рых направлен внутрь области. На правой 
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границе были расположены узлы-стоки, 
которые поглощали попадающие в них ча-
стицы. Плотность среды, (а в конечном 
итоге и давление) моделировалась вели-
чиной исходной относительной концентра-
ции виртуальных частиц, которая для при-
веденного случая была равна 0,1. 

Анализ полученных данных показы-
вает, что в целом картина течения доста-
точно адекватна реальным представлени-
ям. В частности, можно заметить умень-
шение скорости потока у стенок, образо-
вание застойных зон и областей повышен-
ной скорости потока при обтекании пре-
пятствий. 

Интересные результаты были полу-
чены с помощью FHP модели при исследо-
вании потока в криволинейном участке тру-
бы (рис. 2). Использовалась гексагональ-
ная решетка размера 500 на 300 узлов. 

Рис. 2. Поток FHP-газа в криволинейном 
участке трубы 

Анализ полученных данных показы-
вает, что на обоих рисунках картина тече-
ния достаточно адекватна реальным 
представлениям. В частности, можно за-
метить уменьшение скоростей у стенок, 
образование застойных зон, завихрений и 
областей повышенной скорости потока. 

Вероятностная модель решеточ-
ного газа. Продолжением и развитием 
дискретного подхода к моделированию 
течений сплошной среды стала модель, в 
которой используются совершенно иные 
представления о пространственной ре-
шетке и частицах. Модель LBM (Lattice 
Boltzmann Method) основана на использо-
вании дискретного аналога уравнения 
Больцмана. В ней исследуется не пове-
дение каждой частицы в отдельности, а 
функция распределения плотности ве-
роятности частиц по координатам и ско-
ростям [10, 11]. 

Предыдущие модели решетчатого 
газа (HPP, FHP) содержат много упроще-
ний. Один из наиболее значимых недо-
статков состоит в том, что частицы, дви-
жущиеся по схеме столкновений, имеют 
большую длину свободного пробега. Дан-

ные модели хорошо подходят для моде-
лирования газа. Но даже когда длина сво-
бодного пробега сводится к одной клетке, 
это  не всегда дает возможность успешно 
моделировать жидкость [12]. В LBM поня-
тие конкретной частицы заменили плотно-
стью распределения частиц, а столкнове-
ния описываются оператором столкнове-
ний. Поскольку в модели LBM рассматри-
вается не непосредственное движение ча-
стиц, а их распределение, то симметрия 
дискретного пространства достигается пу-
тем введения определенных коэффициен-
тов в плотность распределения. 

Так же, как и в моделях HPP и FHP, в 
модели LBM используются узлы-стенки и 
узлы-источники (стоки) частиц. 

Итерацию клеточного автомата, 
функционирующего по методу LBM, можно 
записать следующим образом:  

i( , 1) ( , ) ( )i i if t f t f    r c r ,            (4) 

где fi – плотность распределения частиц в 
направлении вектора ci; r – координата 

ячейки; t – время; i – оператор столкно-
вений. 

Выражение (4) является дискретным 
аналогом уравнения Больцмана, что дока-
зано [13, 14]. 

Оператор столкновений вычисляется 
следующим образом: 

1
( ) [ ( , ) ( , )]eq

i i if f t f t   

r r ,  (5) 

где  – время релаксации; eq
if – функция

равновесного распределения, зависящая 
от локальной скорости и плотности среды. 

Выражение для равновесной функ-
ции следующее: 

2 29 3
[1 3 ( ) ]

2 2

eq
iif w    i ic u c u u ,  (6) 

где wi – специальные множители;  и u – 
локальная плотность и скорость потока 
для ячейки соответственно.  

Специальные множители выбирают-
ся таким образом, чтобы получаемые мо-
менты импульса соответствовали момен-
там импульса по распределению Макс-
велла-Больцмана [10, 15]. 

Далее для каждой ячейки можно вы-
числить локальную плотность потока и его 
локальную скорость: 

i

( , );

1
( , ).

i

i

f t

f t

 








r

u c r
 (7) 

Результаты моделирования потока, 
полученные с использованием метода 
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LBM,  показаны на рис. 3. Использовалась 
решетка размера 1000х500 ячеек. Рас-
смотрены течение в гладкой трубе 
(рис. 3,а) и поток через диафрагму 
(рис. 3,б). Поскольку данный метод ис-
пользует плотность распределения, то ве-
личина скорости на рис. 3 закодирована 
оттенками черного цвета (увеличение ско-
рости – увеличение густоты цвета). 

         
    а)    б) 

Рис. 3. Модели потоков сплошной среды, по-
лученные методом LBM 

Данная картина потока весьма реа-
листична. Можно увидеть торможение 
среды у неподвижных поверхностей, 
наличие застойных зон. В целом получен-
ные результаты позволяют рекомендовать 
использование дискретных моделей для 
исследования течений жидкости или газа. 
Однако для более корректной проверки 
результатов моделирования желательно 
указать привычные (макроскопические) 
параметры рассматриваемых потоков. 

Все более широкое использование 
решеточных моделей приводит к возник-
новению проблемы установления полноты 
соответствия (адекватности) дискретных и 
классических континуальных описаний по-
токов сплошной среды. Рассмотрим слож-
ности, которые при этом возникают. 

Переход к макроскопическим па-
раметрам. Все модели решеточных газов 
рассматривают процессы, протекающие с 
гипотетическими частицами в идеализиро-
ванном мире, где время и пространство 
дискретны, а основные параметры могут 
принимать значения только из некоторого 
конечного разрешенного множества. В то 
же время традиционно течения жидкостей 
и газов изучались в реальных физических 
условиях непрерывного времени и про-
странства. Следовательно, необходимо 
найти возможность перехода от виртуаль-
ных переменных решеточного мира к дей-
ствительным физическим величинам, ко-
торые имеют смысл в макроскопических 
объемах реальных веществ. Следует учи-

тывать, что в решеточном дискретном 
пространстве рассматриваются парамет-
ры процесса, которые являются безраз-
мерными.  

Для перехода от безразмерных мо-
дельных значений параметров к размер-
ным физическим значениям можно ис-
пользовать следующие зависимости, в ко-
торых индекс «mod» указывает на принад-
лежность параметра к модельному реше-
точному пространству. Ниже приведены 
выражения для расстояния, времени, ско-
рости и кинематической вязкости: 

L = Lmod/m; t = tmod/s; 

u = umods/m;  = mods/m2,  (8) 

где m – число ячеек, содержащееся в од-
ном метре; s – число модельных шагов по 
времени в секунду. 

При использовании приведенных 
выше зависимостей наибольшую слож-
ность вызывает определение модельного 
значения кинематической вязкости. Суще-
ствует несколько подходов к определению 
данного параметра. В литературе можно 
встретить выражения для расчета мо-
дельной вязкости, полученные с использо-
ванием преобразований Галилея при пе-
реходе от модельного пространства к ре-
альному [16, 17].  

Для установления аналогий между 
реальными и модельными процессами те-
чения сплошных сред можно использовать 
элементы теории подобия, в частности 
критерий гидродинамического подобия 
Рейнольдса (Re). Удобство его использо-
вания обусловлено тем, что поведение 
жидкостей и газов зависит не столько от их 
реальных свойств (плотности, вязкости, 
скорости и пр.), сколько от соотношения 
указанных величин. Справедливо предпо-
ложить, что модельные безразмерные по-
токи на решетке будут подобны реальным 
потокам в случае их геометрического по-
добия и равенства критериев Рейнольдса. 

Для гидравлически подобных систем 
можно записать 

modRe=Re .              (9) 

Выражения (8), (9) позволяют осу-
ществлять переход от модельных пара-
метров процесса к реальным (физическим) 
и обратно. 

Рассмотрим реальные условия, со-
ответствующие потоку HPP-газа, изобра-
женному на рис. 1. Вычислительные экс-
перименты позволили установить, что 
средняя скорость среды в ядре потока со-
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ставляет 0,3. Примем, что физической 
средой является воздух при нормальных 
условиях, который движется между парал-
лельными стенками, расположенными на 
расстоянии 10 мм друг от друга. Согласно 
расчетам, для указанного случая реальная 
средняя скорость среды равна 0,013 м/с, 
число Рейнольдса в данных условиях 9,4. 

Определим реальные условия для 
примера, изображенного на рис. 2. Здесь в 
качестве среды принята вода, а расстоя-
ние между стенками на входе в объект 
равно 5 мм. При переходе к реальным 
условиям получим среднюю скорость по-
тока 0,008 м/с и число Рейнольдса 40. 

Рассчитанные физические условия 
для потока, показанного на рис. 3,а, сле-
дующие. Моделировалось течение воды 
при расстоянии между стенками 50 мм. 
Средняя скорость потока составила 
0,15 м/с, число Рейнольдса 250. 

Нами был также рассмотрен другой 
путь перехода от модельных параметров к 
реальным [18]. Он состоит в следующем.  

Поскольку HPP и FHP модели рас-
сматривают движение частиц между узла-
ми решетки и их столкновения, можно при 
имитации процесса подсчитать модельную 
длину свободного пробега частиц и число 
их столкновений в течение шага дискрет-
ного времени. Далее по заданному харак-
терному линейному размеру с помощью 
уравнения (8) нетрудно определить ре-
альную (физическую) длину свободного 
пробега [19]. Найденная таким образом 
физическая величина позволяет по спра-
вочным данным найти реальное давление 
конкретного газа и его кинематическую 
вязкость.  

Выводы. Согласно результатам экс-
периментов на модели HPP, проведенных 
при изменении плотности в диапазоне 
0,02 до 0,16, реальное давление газа в 
опытах составляло 8–80 Па, что соответ-
ствует области среднего вакуума. При 
этом во всех сериях опытов значение чис-
ла Рейнольдса лежало в диапазоне от 
4 до 45, что для сплошной среды должно 
указывать на ламинарный режим течения. 

Проведенный анализ поведения мо-
делей решеточных газов показал следую-
щее. Модели, рассматривающие столкно-
вения частиц (HPP и FHP), применимы для 
описания течений газов при относительно 
невысоких значениях числа Рейнольдса. 
При этом модель HPP целесообразно ис-
пользовать для моделирования поведения 

газов при пониженном давлении. Для ис-
следования течений реальных жидкостей 
более приемлемой является модель, ис-
пользующая метод LBM. 
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