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Авторское резюме 

 
Состояние вопроса. Теплопроводность является важной составной частью тепловых процессов в 
энергетике, строительстве, химических технологиях и других отраслях. Теоретическому и экспери-
ментальному исследованию теплопередачи путем теплопроводности посвящено множество исследо-
ваний. В настоящее время значительное внимание уделяется теплопроводности в среде с подвиж-
ными границами, так называемой задаче Стефана. Причиной перемещения границы может быть вы-
горание материала, его износ, плавление с уносом расплава и другие физико-химические процессы. 
Аналитические решения задачи Стефана существуют только для далеко идущих упрощений, при ко-
торых практическая ценность решений теряется. В связи с этим актуальной научной и практической 
задачей является разработка эффективных численных методов, которые сочетали бы в себе универ-
сальность и физическую ясность с удобством и простотой использования в инженерной практике. 
Материалы и методы. Для решения поставленной задачи используется метод математического мо-
делирования. Модель использует математический аппарат теории цепей Маркова. Она адаптирована 
к ячеечной модели среды, в которой число ячеек может изменяться согласно тому или иному меха-
низму взаимодействия крайних ячеек с окружающей средой. Перенос теплоты теплопроводностью и 
тепловые процессы при взаимодействии с тепловыми источниками описаны классическими уравне-
ниями теплового баланса. Изучение влияния параметров на протекание процесса выполнено числен-
ными методами. 
Результаты. Разработана математическая модель, позволяющая описывать переходные тепловые 
процессы в многослойной среде с изменяющимся числом слоев. Приведены результаты расчета ки-
нетики теплового процесса в плоской стенке с подвижной границей со стороны действия теплового 
источника, где причиной перемещения границы считается термическое разложение материала при 
некоторой критической температуре. Полученные результаты физически не противоречивы и под-
тверждают работоспособность модели. 
Выводы. Выявлен ряд принципиальных отличий теплового процесса в стенках с неподвижной и по-
движной границами. Показано, что в стенке с подвижной границей температура в стенке не превосхо-
дит критической температуры термического разложения материала за все время существования 
стенки, а скорость убывания ее размера увеличивается с уменьшением ее толщины. 
 
Ключевые слова: теплопроводность, многослойная среда, цепь Маркова, задача Стефана, пере-
менное число слоев, поле температур, кинетика убывания размера 
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Abstract 
 
Background. The heat conduction is an important part of heat transfer processes in power engineering, civil 
engineering, chemical technologies, etc. Variety of researches is devoted to theoretical and experimental 
study of the heat transfer by the heat conduction. At present, the considerable attention is concentrated on 
the heat conduction in media with variable boundaries (the so-called Stephan’s problem). A reason of a 
boundary motion can be burning-out of material, its wear, its melting with carry-over of a melt, other physic-
chemical processes. Analytical solutions to the Stephan’s problem exist only after far-going assumptions, 
which lead to the loss of their practical value. The development of effective numerical methods of its solution 
becomes an actual scientific and practical problem. Such methods are to combine universality and physical 
clearness and convenience for engineering practice.  
Materials and methods. In order to solve the problem, the method of mathematical modeling is used. The 
model uses the mathematical tools of the theory of Markov chains. It is adapted to the cell model of a medi-
um, in which the number of cells can vary due to this or that mechanism of the edge cells interaction with 
outside medium. The heat transfer by the heat conduction and the heat interaction with the heat sources are 
described by the classical heat balance equations. The study of the influence of parameters on the process 
is performed by numerical methods. 
Results. A mathematical model that allows describing transient heat processes in a multi-layer medium 
with variable number of layers is developed. The results of heat process calculation inside a plane wall 
with the moving boundary form the heat source side due to the boundary thermal distruction at a certain 
critical temperature are presented. The obtained results are physically consistent and approve the mod-
el workability. 
Conclusions. The principle differences between the heat processes in the walls with immovable and mova-
ble boundaries are found. It is shown that the temperature in a wall with moving boundary does not overbal-
ance the critical temperature of the thermal distraction when the wall still exists, and the rate of the wall di-
mension decrease is growing with its dimension decrease.   
 
Key words: heat conduction, multi-layer medium, Markov chain, Stephan’s problem, variable number of lay-
ers, temperature field, kinetics of dimension decrease 
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Состояние вопроса. Задача о моде-
лировании теплопроводности в среде с по-
движной границей (так называемая задача 
Стефана) возникает в ряде теплофизиче-
ских процессов в теплоэнергетике, химиче-
ской промышленности и других отраслях. 
Например, при сжигании угля в топках ки-
пящего слоя прогрев и горение частиц со-
провождается уменьшением их размера, 
вызванным их износом и протекающими 
реакциями. Другим примером является 
плавление частиц, когда расплав перифе-
рийного материала удаляется в виде ка-
пельной жидкости.  

Теоретическому исследованию не-
стационарной теплопроводности посвя-
щено большое количество работ. В [1] 
описано аналитическое решение задачи 
теплопроводности в плоской прямоуголь-
ной пластине, на которую действует ло-

кальный тепловой источник, перемещаю-
щийся по эллиптической траектории. Та-
кая траектория единственно возможная 
для получения аналитического решения. 
Для его получения использован метод 
функции Грина. Однако ни изменение гео-
метрии, ни изменение свойств пластины в 
[1] не рассматривается. Применение ме-
тода Петрова-Галеркина к решению ана-
логичной задачи представлено в [2]. Здесь 
задача решается применительно к про-
цессу сварки. Но основным объектом ис-
следования являются не физические осо-
бенности процесса, а изучение влияния 
количества узловых точек на точность ре-
шения. В [3] представлено аналитическое 
и численное решение задачи теплопро-
водности при нагреве пластины лазерным 
источником, но снова переменность 
свойств и геометрии объекта остаются за 
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пределами задачи. В свете рассмотрения 
многослойных сред интересны результа-
ты, полученные в [4], где рассмотрена не-
стационарная теплопроводность в двух-
слойном материале с неидеальным кон-
тактом между слоями. Для поиска анали-
тического решения использован метод 
Фурье, для чего функция источника в 
уравнении теплопроводности также рас-
кладывается в ряд Фурье. Несмотря на то, 
что сам метод хорошо известен, получен-
ное решение было эффективно использо-
вано для экспериментального исследова-
ния термического сопротивления контакта 
между слоями. Аналитический метод рас-
чета температурного поля в полубеско-
нечном теле, вызванного тепловым источ-
ником, движущимся с переменным 
направлением по его поверхности, описан 
в [5]. Но и здесь, кроме движения соб-
ственно источника, никакие другие неста-
ционарные процессы не рассматриваются. 
Позднее, в [6], в модель был введен про-
цесс плавления, но только как локальный 
фактор, изменяющий теплоотдачу от ис-
точника к телу, но не изменяющий его 
конфигурацию. Теоретическое и экспери-
ментальное исследование плавления тон-
кой проволоки описано в [7, 8], где нижний 
конец проволоки получал теплоту от элек-
трического разряда. Эта задача формаль-
но напоминает задачу Стефана, но опи-
санный подход вряд ли применим для 
рассматриваемой нами задачи. В [9] опи-
сано моделирование взрывной реакции, 
вызываемой движущимся источником теп-
лоты. Однако все внимание уделено ме-
роприятиям по обхождению трудностей, 
связанных с представлением источника 
дельта-функцией, для чего введен метод 
движущейся сетки. Исследованию тепло-
передачи при плавлении около движуще-
гося горизонтального или цилиндрическо-
го теплового источника посвящена работа 
[10]. Здесь общая зона расплава пред-
ставлена двумя зонами: зоной непосред-
ственного контакта и зоной устойчивого 
расплава, причем основное внимание 
уделено контактной зоне, а весь расплав, 
формирующий геометрию объекта, остав-
лен без внимания. Таким образом, анализ 
перечисленных и других работ, несмотря 
на их несомненную ценность для теории 
теплопроводности, показывает, что они не 
могут рекомендовать универсальный и до-

стоверный подход к решению поставлен-
ной задачи.  

Цикл выполненных нами ранее ис-
следований, обобщенных в [11, 12], пока-
зал, что эффективным инструментом для 
задач рассматриваемого класса является 
математический аппарат теории цепей 
Маркова. В [13] описано применение этого 
подхода к решению задачи Стефана при-
менительно к влагопроводности при 
намотке ткани на вращающийся цилиндр, 
где он продемонстрировал полную рабо-
тоспособность и позволил решить ряд не-
тривиальных задач оптимизации. 

Ниже предлагается обобщение этого 
подхода на расчетную схему рассматрива-
емой конфигурации.  

Материалы и методы. Не нарушая 
общности, рассмотрим линейную тепло-
проводность в плоской стенке (или в теп-
лоизолированном по боковой поверхности 
стержне), левый край которой теплоизоли-
рован, а на правый край действует тепло-
вой источник известной постоянной мощ-
ности. Расчетная схема модели показана 
на рис. 1.  

Полная толщина стенки L разбита на 
m ячеек малой, но конечной длины  

x = L/m, внутри которых все теплофизиче-
ские свойства и параметры считаются рас-
пределенными равномерно. Поперечное 
сечение ячеек принято равным условной 
единице. Левый край стенки (j = 1) тепло-
изолирован, а через правый край  
(j = m1) возможен подвод или отвод тепло-
ты. Все теплофизические свойства ячеек 

считаются постоянными:  – плотность; с – 

удельная теплоемкость;  – коэффициент 
теплопроводности. Параметры теплового 
состояния ячеек представлены вектор-

столбцами размера m1: Q – вектор тепло-
ты; T – вектор температуры. Тепловое со-
стояние процесса фиксируется в дискрет-

ные моменты времени tk = (k–1)t, где t – 
продолжительность, а k – номер временно-
го перехода, рассматриваемый ниже как 
дискретный аналог времени. 

При достижении правой крайней 
ячейкой некоторого критического теплового 
состояния она покидает цепь и ее длина 
становится на единицу короче. Для опре-
деленности будем считать, что критическое 
состояние – это достижение ячейкой неко-
торой критической температуры Tcr, при 
которой начинается термическое разложе-
ние материала и ячейка опустошается, а 
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внешний тепловой поток переходит на сле-
дующую ячейку (рис. 1). 

Рис. 1. Схематическое представление процес-
са теплопроводности через плоскую стенку ме-
няющейся толщины 

 

Эволюция теплового состояния про-
цесса описывается рекуррентным матрич-
ным равенством 

Qk+1 = Pk Qk + Qех
k,                                    (1) 

где Q – вектор теплоты, определяемый для 
начальной цепи ячеек следующим образом: 
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Qех
k – вектор внешних источников, кото-

рый содержит единственный ненулевой 
элемент в строке с номером ячейки, на ко-
торую он действует: 

Qeх
k(m1) = (Tout – Tm1

k) t,                      (3) 

где Tout – температура теплового источника; 

 – коэффициент теплоотдачи; P – матри-
ца теплопроводности (матрица переходных 
вероятностей в терминах теории цепей 
Маркова), которая описывает перенос теп-
лоты между ячейками путем теплопровод-
ности в течение одного временного пере-
хода. Правила ее построения подробно 

описаны в [11]. Для полной первоначаль-
ной цепи она имеет вид 
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Переход от распределения по ячей-
кам теплоты Qk к распределению темпера-
туры осуществляется по формуле 

Tk = Qk./(ck
x).                                            (6) 

Если в ячейке m1 = m температура 
сравнивается с критической (Tm1

k>=Tcr), то она 
покидает цепь (первый переход на рис. 1). 
После этого вектор теплового состояния Qk 
(2) и матрица теплопроводности Pk (4) пре-
терпевают изменения: 
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Аналогично после отделения второй 
ячейки будем иметь: 
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и так далее. Эта процедура легко алгорит-
мизируется и дает полное решение по-
ставленной задачи. 

Результаты. Целью численных экспе-
риментов с моделью было показать ее рабо-
тоспособность и физическую непротиворе-
чивость. Расчеты выполнены для трехслой-
ной стенки толщиной L = 0,1 м, разделенной 
на m = 20 ячеек длиной 0,005 м. Теплофизи-
ческие свойства материала приняты следу-
ющими: коэффициент теплопроводности 

материала  = 0,5 Вт/мград, его плотность 

 = 1000 кг/м3, его удельная теплоемкость  

с = 400 Дж/кгград. Начальная температура 
всех ячеек одинакова и равна Tj

1 = 20 оС, 
температура теплового источника  
Tout = 100 оС, критическая температура 
термического разложения материала  
Tcr = 40 оС, коэффициент теплоотдачи от 

источника к ячейке  = 20 Вт/м2.  
Расчетный анализ процесса целесооб-

разно начать с графика эволюции распреде-
ления температуры в стенке постоянной 
толщины, т. е. в цепи с постоянным числом 
ячеек m1 = m = const. Для этого в програм-
ме расчета достаточно положить критиче-
скую температуру выше температуры теп-
лового источника, когда термическое раз-
ложение материала не наступает вообще. 
Эта задача имеет и аналитическое реше-
ние, но целесообразно использовать пред-
ложенный алгоритм, чтобы получить базу 
для дальнейшего сравнения. Результаты ее 
численного решения показаны на рис. 2.   

Внешняя ячейка прогревается тепло-
вым источником, затем теплота распро-
страняется внутрь стенки путем теплопро-

водности. Асимптотически (k→) вся стен-
ка будет прогрета до температуры тепло-
вого источника.   

Теперь обратимся к случаю, в кото-
ром число ячеек цепи m1 меняется с тече-
нием времени по мере достижения крити-
ческой температуры в крайней ячейке и ее 
удаления (рис. 3). Здесь картина эволюции 
распределения температуры принципи-
ально меняется. 

 

Рис. 2. Эволюция распределения температуры 
в стенке постоянной толщины 

 

Рис. 3. Эволюция распределения температуры 
в стенке изменяющейся толщины 
 

Сначала идет относительно долгий 
прогрев внешней ячейки до критической 
температуры, после чего она исчезает, а 
тепловой источник прикладывается к сле-
дующей ячейке, которая уже была прогре-
та на предыдущей стадии процесса. По-
этому времени для ее нагрева до критиче-
ской температуры требуется меньше. 
Очевидно, что по мере удаления ячеек на 
прогрев оставшейся ячейки будет требо-
ваться все меньше и меньше времени, то 
есть процесс термического разложения 
стенки будет ускоряться. 

Другой особенностью распределения 
температуры является то, что она по всей 
глубине стенки никогда не превысит крити-
ческой температуры, т. е., пока стенка су-
ществует, материал, изолирующий стенку с 
левой стороны, оказывается термически 
защищенным от действия теплового источ-
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ника, правда относительно кратковремен-
но. Этот принцип используется, например, 
для тепловой защиты спускаемых космиче-
ских аппаратов путем накладки пластин с 
выгорающей поверхностью.  

На рис. 4 показана кинетика измене-
ния числа ячеек цепи, т. е. толщины пла-
стины. Анализ полученных данных под-
тверждает, что скорость изменения толщи-
ны стенки быстро возрастает по мере убы-
вания ее толщины.  

Рис. 4. Изменения толщины стенки с течением 
времени 

 

Выводы. Таким образом, предложен-
ная математическая модель численного ре-
шения задачи Стефана для теплопроводно-
сти в среде с подвижной границей основана 
на теории цепей Маркова с изменяющимся 
во времени числом ячеек цепи.  Модель лег-
ко алгоритмизируется и программируется, 
численные эксперименты с ней требуют не-
значительных затрат машинного времени. 
Она носит универсальный характер и до-
пускает подключение разнообразных моде-
лей механизмов сокращения толщины стен-
ки (термическое разложение (выгорание), 
плавление, износ поверхности и других). 
Модель апробирована для случая линейной 
теплопроводности в стенке, одна граница 
которой теплоизолирована, а на другую – 
подвижную – действует тепловой источник 
постоянной мощности. Причиной изменения 
толщины стенки считается термическое 
разложение контактирующего с источником 
слоя при достижении им некоторой критиче-
ской температуры. Показано, что эволюция 
распределения температуры в стенке с не-
подвижной и подвижной границей принци-
пиально отличаются. Если в стенке с непо-
движной границей ее температура асимпто-

тически стремится к температуре теплово-
го источника, то в стенке с подвижной гра-
ницей ее температура никогда не превы-
шает критической температуры разложе-
ния материала вплоть до полного его ис-
чезновения. В связи с этим выгорающая 
стенка может использоваться как эффек-
тивное средство кратковременной тепло-
вой защиты поверхностей, причем скорость 
убывания толщины стенки резко возраста-
ет с уменьшением самой ее толщины.  
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