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Авторское резюме 

 
Состояние вопроса. Энергосбережение в процессе отопления административных зданий является актуаль-

ной задачей. Потенциально большие возможности заключаются в динамическом управлении температурой 
помещений в зависимости от расписания их использования. Динамическое управление должно отвечать кри-
терию энергоэффективности и обеспечивать температуру воздуха в помещениях во временных интервалах их 
использования на требуемом уровне комфорта при наличии внешних возмущений. Очевидно, что такое управ-
ление можно реализовать лишь автоматической системой. Для синтеза такой системы необходимы математи-
ческие модели теплоснабжения помещений как объектов управления, что определяет актуальность рассмат-
риваемой задачи. 
Материалы и методы. Математические модели получены с использованием экспериментальных данных и ме-

тодов численного моделирования. 
Результаты. На основе уравнений динамического теплового баланса помещения получены математические 

модели в пространстве состояния и в виде передаточных функций по управляющим и возмущающим воз-
действиям. 
Выводы. Полученные виды математической модели помещения дают возможность определять способы каче-

ственного и количественного управления теплоснабжением помещения с заданной точностью и определять гра-
фики изменения температуры в зависимости от расписания его использования, оптимальные по минимуму рас-
хода энергии. 

 
Ключевые слова: отопление помещений административных зданий, энергосбережение, математическая модель 

теплоснабжения помещения, динамический процесс изменения температуры, графики регулирования температуры 
помещения 

 
 

                                                           
1
 Староверов Б.А., Улыбышев С.К., 2023  

    Вестник ИГЭУ, 2023, вып. 3, с. 62–67. 



 «Вестник ИГЭУ».    2023 г.    Вып. 3 
 

 

63 

Boris Alexandrovich Staroverov  

Kostroma State University, Doctor of Engineering Sciences (Post-doctoral degree), Professor of Automation and 
Microprocessor Technology Department, Russia, Kostroma, e-mail: sba44@mail.ru 
 
Sergey Konstantinovich Ulybyshev 

Kostroma State University, Post-graduate Student, Russia, Kostroma, e-mail: ulybyshev@outlook.com 

 
Mathematical model of room heating as object  

of dynamic temperature control 
 

Abstract 
 
Background. Energy saving issue in the process of administrative buildings heating is an important one. Dynamic con-

trol of room temperature depending on the schedule of its usage gives great opportunities. Dynamic control should meet 
the criteria of energy efficiency and ensure air temperature in the rooms at time intervals of their usage at the required 
level in terms of external impact on the building. Obviously, such control can only be implemented by an automatic sys-
tem. To synthesize such a system, we need mathematical models of room heating as control objects. Consequently, the 
problem under consideration is relevant. 
Materials and methods. Experimental data and numerical simulation methods are used to obtain mathematical models. 
Results. Mathematical models are obtained in the state space and in the form of transfer functions for controlling and 

disturbing influences based on the equations of the dynamic heat balance of the room. 
Conclusions. Two types of mathematical model of the room are defined. They make it possible to synthesize the laws of 

qualitative and quantitative control of the heat supply of the building with a given accuracy and to determine schedules of 
temperature changes depending on the schedule of its use, optimal in terms of minimum energy consumption. 
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Введение. Помещения (кабинеты, аудито-
рии) в административных зданиях и учебных 
корпусах используются по времени, как правило, 
на 50 % и менее. Помещения могут быть полно-
стью неиспользуемые, например, в выходные и 
праздничные дни, в каникулы. Температура в 
этих помещениях в периоды неиспользования 
может снижаться вплоть «до точки росы», что, 
очевидно, дает возможность значительно эко-
номить тепловую энергию [1, 2].  

Одной из основных проблем является 
определение оптимальных с точки зрения по-
лучения максимальной экономии энергии гра-
фиков регулирования температуры помещения, 
так как процессы уменьшения и увеличения 
температуры имеют значительную инерцион-
ность [3, 4]. На рис. 1 показан примерный гра-
фик динамического регулирования температу-
ры помещения при переходе от периода паузы 
к периоду использования и обратно. 

 

Рис. 1. График динамического регулирования темпе-
ратуры помещения 

В период подъема температуры Тпов от 
экономного уровня tэкон  до температуры воздуха 
помещений происходит нагрев ограждающих 
конструкций (стены, пол, потолок). В период по-
нижения температуры Тпон происходит обратный 
процесс – остывание воздуха в помещении и его 
конструктивного ограждения. Время от 8 до  
18 часов – это период использования помещения 
по назначению при комфортной температуре. 

Основным параметром графика, который 
необходимо определить, является величина 
экономного уровня, при которой достигается 
максимальная экономия тепловой энергии. Для 
этого необходимо учитывать динамические 
процессы нагрева и охлаждения в отдельном 
помещении.  

Большинство работ, которые посвящены 
получению математических моделей тепло-
снабжения зданий и отдельных помещений, 
основаны на статических процессах теплооб-
мена (например, [5, 6]). Динамическим моделям 
теплоснабжения также посвящен ряд работ 
(например, [7–10]), но в них рассматриваются 
или здания в целом, или отдельные составля-
ющие системы теплоснабжения (тепловые уз-
лы, отопительные батареи и т.п.), или помеще-
ния без учета ряда важных составляющих, 
определяющих динамику процесса изменения 
температуры.  

В связи с этим получение наиболее пол-
ной математической модели теплоснабжения 
отдельного помещения с помощью отопитель-
ных батарей, подключенных к системе центра-
лизованного отопления, является актуальной 
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задачей. Данная модель должна позволять 
рассчитывать оптимальные по минимуму рас-
хода тепловой энергии графики динамического 
регулирования температуры помещения и 
определять способы автоматического управле-
ния температурой. 

Методы исследования. В качестве ти-
пового примера рассматривается отдельное 
помещение (кабинет, аудитория), которое име-
ет ограждение, включающее внешнюю стену с 
окнами, перекрытия (пол, потолок), внутренние 
стены (перегородки), отделяющие от соседних 
помещений. Источником тепла является бата-
рея. Для получения модели помещения как 
объекта управления используются уравнения 
динамического теплового баланса и результаты 
экспериментальных исследований. 

Исходные уравнения теплового балан-
са. Уравнение, описывающее тепловой баланс 
помещения в динамике относительно средних 
параметров между тепловой мощностью, отда-
ваемой нагревательным прибором (батареей), 
и мощностью, расходуемой на нагрев перего-
родок между смежными помещениями и наруж-
ной стены, имеет следующий вид:  

1
1 НП 3 1 ОГС 2

ОГН 2

( ) ( )

( ),

C

Н

dq
C k q q k q q

dt

k q q

    

 

  (1) 

где С1 – теплоемкость помещения, Втс/град;  
q1 – температура воздуха в помещении, град.; 
kНП – коэффициент теплоотдачи нагрева поме-
щения, Вт/град; q3 – средняя температура ото-
пительного прибора, град; kОГС – коэффициент 
теплопередачи смежных перегородок, Вт/град; 
q2 – температура ограждений помещения, град.; 
qC – температура смежных помещений, град.; 
kОГН – коэффициент теплопередачи стен наружу 
во внешнюю среду, Вт/град; qН – наружная тем-
пература, град. 

В свою очередь, динамика нагрева ограж-
дений помещения определяется разностью 
между температурой воздуха в помещении и 
температурой перегородок, которая зависит от 
температуры в смежных помещениях. Темпера-
тура в смежных помещениях может быть ниже, 
так как они в это время не используются. В ре-
зультате получается следующее уравнение: 

2
2 ОГП 1 2( ) ,

dq
C k q q

dt
          (2) 

где С2 – теплоемкость ограждений помещения, 

Втс/град; kОГП – коэффициент теплопередачи в 
ограждения помещения, Вт/град. 

Динамика теплопередачи от отопительно-
го прибора во внутреннее помещение определя-
ется тепловой мощностью отопительного прибо-
ра, зависящей от удельного расхода теплоноси-
теля и разности его температуры на входе и вы-
ходе, и мощностью, идущей на нагрев воздуха: 

3
3 ОП НП 3 1( ) ,

dq
C Q k q q

dt
           (3) 

где С3 – теплоемкость отопительного прибора 

или батареи, Втс/град; QОП = MОПqОП – тепло-
вая мощность отопительного прибора, Вт;  

MОП = СТm – расход теплоносителя, Втс/град;  

СТ – удельная теплоемкость, Втс/(кгград);  
m – массовый расход теплоносителя, кг/с;  

qОП = qВХ – qВЫХ – величина перепада темпера-
туры, град, на которую охлаждается теплоноси-
тель, проходя через отопительный прибор. 

Очевидно, что количество тепловой энер-

гии воздушной массы помещения, Втс, опреде-
ляется выражением  

1 1 1Q С q . 

Количество тепловой энергии ограждений 

помещения, Втс, определяется выражением  

2 2 2.Q С q  

Количество тепловой энергии, отдаваемой 

отопительным прибором, Втс, определяется 
выражением  

3 3 3Q С q . 

Объединение уравнений (1), (2) и (3) и 
приведение подобных членов дает систему 
уравнений, наиболее полно описывающих ди-
намику изменения температуры отдельного по-
мещения при качественном и количественном 
регулировании с учетом внешних возмущений: 

1
1 НП 1 ОГС ОГН 2 3

ОГС C ОГН Н

2
2 ОГП 1 ОГП 2

3
3 НП 3 1 Т

( )

,

,

( ) .

НП

dq
C k q k k q k q

dt

k q k q

dq
C k q k q

dt

dq
C k q q С т q

dt


     


 



 



    

 (4) 

В матричной форме система уравнений (4) 
имеет вид 

,


  G AG BU CF     (5) 

где 

1

2

3

q

q

q

 
 

  
 
 

G  – координаты состояния; 

m

q

 
  

 
U  – управляющие воздействия; 

C

Н

q

q

 
  
 

F  – возмущающие воздействия; 
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11 12 13

21 22

31 33

0

0

a a a

a a

a a

 
 

  
 
 

A – матрица динамики, 

11 НП 1 12 ОГС ОГН 1

13 НП 1 21 ОГС 2

22 ОГП 2 31 НП 3 33 НП 3

/ ; ( )/ ;

/ ; / ;

/ ; / ; / ;

a k C a k k C

a k C a k C

a k C a k C a k C

    

 

    

 

31 32

0 0

0 0

b b

 
 


 
  

B  – коэффициенты управления, 

31 Т 3/b С q С   (при q = const) – количественное 

регулирование;  

32 Т 3/b С m С  (при m = const)– качественное ре-

гулирование;     

11 12

0 0

0 0

c c 
 

  
 
 

C  – коэффициенты возмущений, 

11 ОГC 1/c k C  – коэффициент передачи от тем-

пературы смежных помещений; 

12 ОГН 1/c k C  – коэффициент передачи от 

наружной температуры. 
Формирование модели. В соответствии 

с уравнением (5) на рис. 2 представлена струк-
турная схема описания динамики процесса из-
менения температуры помещения в виде систе-
мы элементарных передаточных функций. 

Рис. 2. Структурная схема описания динамики про-
цесса изменения температуры помещения при изме-

нении управляющих (m, q) и возмущающих (qC, qH) 

воздействий 

 
Данная структурная схема помещения как 

объекта управления позволяет моделировать 
процессы качественного или количественного 
регулирования температуры, а также синтезиро-
вать регулятор состояний, используя перемен-
ные q1, q2, q3 как координаты состояния объекта, 
если применить три соответствующих датчика 
температуры. При использовании наблюдателя 
состояния достаточно будет лишь одного датчи-
ка температуры в помещении q1. 

Для синтеза типовых регуляторов струк-
турную схему целесообразно представить схе-
мой в виде набора апериодических передаточ-

ных функций. Для этого методом структурных 
преобразований объединяются элементарные 
передаточные функции. В результате получим 
структурные схемы моделей составляющих 
объекта управления (рис. 3). 

а) 

б)  

 
в)  

Рис. 3. Структурные схемы моделей составляющих 
объекта управления: а – нагревательный прибор; б – 
ограждения помещения; в – воздушная масса поме-
щения 

 
На рис. 3 обозначено: 

3 3
3 3

33 НП 33 НП

1 1
;

C C
K T

a k a k
   
 

 – коэффициент 

передачи и постоянная времени отопительного 
прибора; 

НП
31

3

k
a

C
   – коэффициент передачи от нагрева-

тельного прибора; 

Т
31

3

С q
b

C


  –  коэффициент передачи количе-

ственного регулирования (при q = const); 

2 2
2 2

22 ОГП 22 ОГП

1 1
;

C C
K T

a k a k
   
 

 – коэффи-

циент передачи и постоянная времени огражде-
ний помещения; 

ОГП
21

2

k
a

C
   – коэффициент передачи от нагре-

вательного прибора; 

1 1
1 1

11 НП 11 НП

1 1
;

C C
K T

a k a k
   
 

 – коэффициент 

передачи и постоянная времени помещения; 

НП
13

1

k
a

C
  – коэффициент передачи от нагрева-

тельного прибора; 
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ОГС ОГН
12

1

k k
a

C

 
 – коэффициент передачи от 

ограждений; 

ОГC ОГН
11 12

1 1

;
k k

c c
C C

   – коэффициенты переда-

чи от температуры смежных помещений и 
наружного воздуха соответственно.    

Результаты. Объединение структурных 
схем отдельных контуров дает общую схему 
описания динамики изменения температуры 
(рис. 4). 

 
Рис. 4. Структурная схема описания динамики изме-
нения температуры помещения 

 
Исходя из общей структурной схемы 

(рис. 4), передаточная функция по управлению 
имеет вид 

1 01
3 2

3 2 1 0

( )
( ) ,

( )
У

b p bq p
W p

m p a p a p a p a


 

  
  (6) 

где 

0 1 2 12 21 1 2 13 31 1;a K K a a K K a a    

1 3 2 1 2 1 2 13 31 3 1 2 13 31

1 1 2 12 21;

a T T T T K K a a T K K a a

T K K a a

     



2 1 2 2 3 1 3 2 3 1 2 13 31;a TT T T TT T T K K a a     

3 1 2 3 ;a TT T  

0 1 2 13 31;b K K a b  

1 1 2 13 31 2.b K K a b T  

Аналогично, передаточная функция по 
возмущению (по наружной температуре qн) 
представляется следующим выражением:  

2
2Н 1Н 0Н1
3 2

Н 3 2 1 0

( )
( ) ,

( )
Н

b p b p bq p
W p

q p a p a p a p a

 
 

  
  (7) 

где  

0Н 1 12;b K c  1Н 2 1 12 3 1 12;b T K c T K с    

2Н 2 3 1 12.b T T K с  

Из (6) и (7) определяется выражение зави-
симости температуры в помещении при измене-
нии подачи теплоносителя в отопительный при-
бор (отопительную батарею) и при изменении 
температуры наружного воздуха: 

1 0
1 3 2

3 2 1 0

2
2Н 1Н 0Н

Н3 2
3 2 1 0

( ) ( )

( ).

b p b
q p m p

a p a p a p a

b p b p b
q p

a p a p a p a


 

  

 


  

   (8) 

Решение уравнения (8) дает описание ди-
намического процесса изменения температуры в 
помещении при управляющем и возмущающем 
воздействиях, что позволяет построить кривую 
переходного процесса при изменении темпера-
туры в помещении от qкомф  до qэкон. 

В качестве примера проведен расчет пе-
реходного процесса нагрева воздуха помеще-
ния, которое имеет ограждение, включающее 
внешнюю стену с окном. Параметры модели 
определены на основе справочных данных, 
включающих коэффициенты теплоемкости и ко-
эффициенты теплопередачи. Динамические па-
раметры определялись экспериментальным 
способом путем изменения подачи теплоноси-
теля в батарею отопления. В результате полу-
чена следующая передаточная функция:  

У 3 2

324878 79,2
( ) .

3150336 66451 31 0,004

p
W p

p p p




  
 

Рассчитанный по этой передаточной 
функции переходный процесс при увеличении 
подачи теплоносителя совместно с эксперимен-
тальным графиком представлен на рис. 5.  
 

 
Рис. 5. Кривые переходного процесса изменения 
температуры помещения при ступенчатом увеличе-
нии подачи теплоносителя: расчетная (тонкая линия) 
и экспериментальная (жирная линия) 

 
Результаты расчета и экспериментальные 

данные имеют расхождение в пределах 10 %. 
Выводы. На основе уравнений динами-

ческого теплового баланса помещения получены 
математические модели в пространстве состоя-
ния и в виде передаточных функций по управле-
нию и возмущению. Модели дают возможность 
рассчитать кривые переходных процессов и ис-
пользовать их для определения оптимальных по 
минимуму расхода энергии графиков динамиче-
ского регулирования температуры помещения в 
зависимости от расписания его использования. 
Полученные математические модели делают 
также возможным синтезировать законы управ-
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ления для автоматических систем качественного 
и количественного формирования температурных 
графиков помещения с требуемой точностью. 
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