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Авторское резюме 

 
Состояние вопроса: Расчет распространения теплоты путем теплопроводности в составных областях при нали-

чии фазовых переходов является сложной нелинейной задачей, не имеющей аналитических решений. Вместе с 
тем возможность проводить такие расчеты необходима для разработки энергосберегающих мероприятий в строи-
тельстве, для выборов рациональных технологических параметров в металлургических, химических и других про-
цессах. Традиционные численные методы не вполне пригодны для использования в инженерной практике в силу 
сложности и неуниверсальности используемых алгоритмов и программ. В связи с этим актуальной является разра-
ботка универсальных моделей процессов, построенных на элементарных балансовых уравнениях и допускающих 
легкую перестройку при изменении специфики объекта моделирования. 
Материалы и методы: Для построения математического описания процесса применен метод ячеечного моде-

лирования, использующий математический аппарат теории цепей Маркова. Основным оператором модели явля-
ется матрица теплопроводности, преобразующая вектор теплового состояния через малые промежутки времени. 
Модель дополнена соотношениями теплового баланса при фазовом переходе. 
Результаты: Построена нелинейная ячеечная модель эволюции теплового состояния составной области с фа-

зовыми переходами, позволяющая проводить численные эксперименты по выбору рациональной организации 
процесса.  
Выводы: Учет нелинейных явлений в процессе теплопроводности с фазовыми переходами позволяет более 

адекватно описывать эволюцию теплового и фазового состояния процесса и подбирать его рациональные пара-
метры. 
 
Ключевые слова: теплопроводность, составная область, фазовый переход, ячеечная модель, матрица тепло-

проводности, вектор состояния, кинетика плавления. 
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Abstract 
 
Background: Calculation of heat propagation by means of heat conduction in composite domains at the presence of phase 

transformation is a complex non-linear problem that has no analytical solutions. At the same time the possibility to perform 
such calculations is necessary for carrying out energy saving solutions in construction industry, for determining rational pa-
rameters of technological processes in metallurgy, chemistry and other industries. Traditional numerical methods do not fit 
well the engineering practice because of their complexity and non-universality of the algorithms and programs used. This is 
why the development of the models of such processes based on elementary balance equations and allowing easy transfor-
mation when the object of modeling is modified is an actual problem. 
Materials and methods: In order to build a mathematical description of the process the method of cell modeling is used. 

The method uses the mathematical tools of the theory of Markov chains. Its basic operator is the matrix of heat conduc-
tion that transforms the heat state vector after small intervals of time. The heat balance relationships for the phase trans-
formation are added to the model. 
Results: A non-linear cell model of evolution of thermal state of a composite plane domain with phase transformations. 

The model allows performing numerical experiments to choose the rational process organization. 
Conclusions: Taking into account the non-linear phenomes in the process of heat conduction with phase transformation 

allows more adequate describing the evolution of heat and phase state of the process and choosing its rational parame-
ters.  
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В качестве объекта исследования вы-
брана теплопроводность в сложной составной 
области, осложненная фазовыми переходами 
в отдельных ее частях. Моделирование таких 
процессов представляет интерес для целого 
ряда отраслей промышленности. В [1] под-
черкнуто, что при наличии промерзания тепло-
вое сопротивление стен снижается на 7 % и 
более, а расчет тепловых потерь при постоян-
ных теплофизических свойствах материала 
стен не адекватен реальному процессу. Осо-
бую роль в тепловых потерях играют разме-
щенные в стенах закладные детали, обла-
дающие, как правило, высокой теплопровод-
ностью. Возникающая около деталей попереч-
ная неоднородность зоны теплопроводности 
приводит к образованию так называемых тер-
мических мостиков, сильно влияющих на теп-
лопроводность. Для учета этих факторов 
предлагаются разнообразные подходы к мате-
матическому моделированию процесса, глав-
ным образом ориентированные на то, чтобы 
описать переходные процессы при нестацио-
нарных краевых условиях [2–5]. Однако в 
большинстве работ влияние различных факто-
ров на теплопроводность анализируется по-
отдельности, а не совокупно. Так, в [2] пред-
ложен аналитический метод решения этой за-
дачи для составной стенки с раскладываемы-
ми в ряд Фурье нестационарными краевыми 
условиями. Однако задача рассмотрена только 
в одномерной постановке, т. е. поперечная не-
однородность среды не может быть учтена в 
принципе. В [3] использован метод эквива-
лентной тепловой стенки. В результате расче-
тов показано, что игнорирование образования 
термических мостиков может привести к недо-
оценке теплового потока до 25 %. Кроме того, 
не выполнен полный учет всех факторов: не 
приняты во внимание возможные фазовые пе-
реходы; теплофизические свойства слоев 
стенки приняты постоянными. Теми же недос-
татками обладают результаты работ [4, 5], в 
которых, несмотря на их академический инте-
рес, полный учет всей специфики процесса не 
приведен.  

Рассматриваемая задача имеет важное 
значение не только для строительных конст-
рукций, но и для металлургии (затвердевание 
металла в литейных формах), химической тех-
нологии (протекание эндо- и экзотермических 
реакций в ограниченных зонах тела) и других 
отраслей. Поэтому представляется важным 
построение универсальных моделей и алго-
ритмов численного исследования этого про-
цесса в наиболее общем случае его реализа-
ции. Традиционные численные методы не 
вполне пригодны для использования в инже-
нерной практике в силу сложности и неунивер-
сальности используемых алгоритмов и про-
грамм. Среди методов, наиболее близких к ин-
женерным расчетам, можно выделить метод 

клеточных автоматов [6, 7] и метод ячеечного 
моделирования. Причем последний, на наш 
взгляд, наиболее удобен для решения постав-
ленной задачи. Теоретические основы приме-
нения ячеечных моделей к описанию процес-
сов переноса теплоты и массы приведены в 
[8], а в [9] продемонстрирована эффективность 
применения такой модели к описанию тепло-
проводности в окрестности закладной детали 
стенки здания. Ниже предлагается описание 
ячеечной модели для наиболее общего случая 
теплопроводности в составной плоской облас-
ти с фазовыми переходами.  

Не нарушая общности, рассмотрим алго-
ритм построения модели на примере (рис. 1): 
рассматривается прямоугольная область (в 
данном случае – квадратная) тугоплавкого ма-
териала, внутри которой находится Г-образная 
полость, заполненная легкоплавким материа-
лом с температурой плавления tme; область 

разбита на квадратные ячейки со стороной х; 

размер области n  m ячеек; боковые края об-
ласти теплоизолированы, через верхний край 
подводится теплота от окружающей среды с 
температурой tout1, а через нижний край теплота 
отводится к среде с температурой tout2.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Структура ячеечной модели и краевых условий 

 
Теплофизические свойства зон области 

(коэффициент теплопроводности , удельная 

теплоемкость с и плотность ) считаются за-
данными, но, поскольку в Г-образной области 
допускается плавление материала, она харак-
теризуется двумя наборами свойств: в твердом 
и жидком состоянии. 
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Для описания геометрии области припи-
шем ячейкам внешней зоны цифру 0, а внут-
ренней – цифру 1. Тогда геометрия всей облас-
ти может быть представлена матрицей формы   
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1 1 1 0 0

0 0 1 1 1 1 1 1 0 0
=
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 
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Fm .           (1) 

Тепловое и фазовое состояние области 
удобно представить матрицами такого же раз-
мера: Qm – матрица распределения теплоты по 
ячейкам; tm – матрица распределения темпе-
ратуры; Mm – матрица распределения твердой 
фазы в Г-образной области.  

В соответствии со стратегией ячеечного 
моделирования, процесс наблюдается в дис-

кретные моменты времени k = (k – 1), где  

 – продолжительность временного перехода; 
k – номер временного перехода (целочислен-
ный аналог времени).  

При переходе к расчету эволюции теп-
лового и фазового состояния ячеек двухмер-
ная сетка ячеек должна быть преобразована в 
одномерную, в которой столбцы всех введен-
ных матриц расположены последовательно 
друг под другом, т. е. все матрицы преобразу-

ются в векторы-столбцы размера nm  1: Qv – 
вектор распределения теплоты по ячейкам од-
номерной цепи; tv – вектор распределения тем-
пературы; Mv – вектор распределения твердой 
фазы в Г-образной области; Fv – вектор формы 
составной области. 

Эволюция распределения теплоты по 
ячейкам полностью теплоизолированной по пе-
риферии области описывается рекуррентным 
матричным равенством 
 
Qv

k+1 
= PQQv

k
,                                                      (2) 

 
где PQ – матрица теплопроводности размера 

(nm)(nm). 
Матрица PQ строится по следующим пра-

вилам. Каждый столбец матрицы принадлежит 
ячейке с номером, соответствующим ее вектор-
ной нумерации. В этом столбце в строках с но-
мерами ячеек, в которые возможен переход те-
плоты, размещены доли теплоты, которые туда 
переносятся. В течение временного перехода 
теплота перераспределяется между соседни-
ми ячейками, причем при однородной изотроп-
ной теплопроводности доля теплоты, перено-

симой в течение  из данной ячейки в сосед-

нюю, составляет (/(c))/х
2
 [8, 9]. Направ-

ления переноса теплоты из ячейки и в ячейку 
показаны на рис. 1 стрелками. Однако в век-
торной нумерации непосредственно соседни-
ми оказываются только ячейки, принадлежа-
щие одному столбцу, а соседние ячейки из со-
седних столбцов оказываются удалены от 
данной. Кроме того, теплофизические свойства 
в соседних ячейках могут быть разными, что 
также должно быть учтено при построении мат-
рицы. С учетом сказанного, матрица теплопро-
водности является пятидиагональной матри-
цей, элементы которой рассчитываются по сле-
дующим формулам: 

 
( 1) -1

( 1) 1, ( 1) 2
( 1) ( 1)

,

k
n j i

Q n j i n j i k k
n j i n j i

P
c x

 
    

   

 


 
   

 j = 1:m, i = 2:n;                                                   (3) 

( 1)
( 1) 1, ( 1) 2

( 1) ( 1)

,

k
n j i

Q n j i n j i k k
n j i n j i

P
c x

 
    

   

 


 
   

j = 1:m, i = 1:n – 1;                                              (4) 

( 2)
 ( 2) , ( 1) 2

( 2) ( 2)

,

k
n j i

Q n j i n j i k k
n j i n j i

P
c x

 
   

   

 


 
  

j = 2:m, i = 1:n;                                                    (5) 

( 1)
 , ( 1) 2

( 1) ( 1)

,

k
n j i

Q nj i n j i k k
n j i n j i

P
c x

 
  

   

 


 
  

j = 1:m – 1, i = 1:n,                                              (6) 
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При известном распределении теплоты 
по ячейкам распределение температуры опре-
деляется по формуле, справедливой как для 
матричного, так и для векторного представле-
ния соответствующих величин: 

t = Q./c./ρ,                                                         (8) 

где c и  – векторы или матрицы распределе-

ния теплоемкостей и плотностей по ячейкам; 
оператор ./ означает поэлементное деление 
векторов или матриц.  

Для теплоизолированной области асим-

птотическое (при k→) распределение темпе-
ратуры по ячейкам должно быть равномерным. 
Это условие может служить тестом на пра-
вильность построения матрицы PQ. Однако в 
рассматриваемой задаче область не является 
теплоизолированной: ее верхняя и нижняя гра-
ницы обмениваются теплотой с окружающей 
средой, а в ячейках, принадлежащих  
Г-образной области, в зависимости от направ-
ления фазового перехода может поглощаться 
или выделяться скрытая теплота фазового пе-
рехода. Учет этих составляющих может быть 
выполнен за пределами матрицы PQ и рекур-
рентного равенства (2) путем введения функций 
источников теплоты. 
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Изменение теплоты в верхнем и нижнем 
рядах ячеек (рис. 1) в течение одного времен-

ного перехода  описывается обычными урав-
нениями теплоотдачи: 

 

Qm1,j
k
:= Qm1,j

k
 + 1(tout1(k) – tm1,j

k
) x;           (9) 

 

Qmn,j
k
:= Qmn,j

k
 + 2(tout2(k) – tmn,j 

k
) x,        (10) 

 
где tout1(k) и tout2(k) – температуры окружающей 
среды сверху и снизу области, которые могут 

меняться с течением времени; 1 и 2 – коэф-
фициенты теплоотдачи; := – оператор при-
сваивания.  

Учет теплоты фазовых переходов осу-
ществляется следующим образом. В каждом 
текущем состоянии k температура всех ячеек, 
принадлежащих Г-образной области, сравни-
вается с температурой фазового перехода, 
например с температурой плавления tme. Если 
ячейка нагревается и оказывается, что  
tmij

k+1 
> tme и Mm

k 
> 0 (расплавилась не вся 

ячейка), то считается, что tmij
k+1 

= tme, а теплота 

Qmij = c(tmij
k+1 

− tmij
k
)x

2
 идет на расплавле-

ние твердой фазы, содержание которой при-
нимает следующее значение: 

Mmij
k+1

= Mmij
k
 + Qmij/r,                                   (11) 

где r – скрытая удельная теплота плавления.  
Если оказывается, что Mm

k 
= 0, расчет 

фазового перехода в этой ячейке прекращает-
ся и дальнейший перенос теплоты теплопро-
водностью рассчитывается с матрицей PQ, в 
которую подставляются теплофизические 
свойства уже расплавленного материала  
Г-образной области. При остывании ячейки и 

затвердевании в ней жидкого материала про-
цесс расчета идет аналогичным образом. 

На рис. 2 показан пример расчета эво-
люции фазового состояния в Г-образной об-
ласти. Расчет выполнен для следующих пара-
метров процесса и свойств модельного мате-
риала: tout1 = 600

o
C, tout2 = 50

o
C, tme = 200

o
C,  

0 = 3,5 Вт/м, с0 = 1 Кдж/кг∙
о
К, 0 = 2000 кг/м

3
,  

1S = 0,5 Вт/м, с1S = 4 Кдж/кг∙
о
К, 1S = 1000 кг/м

3
, 

1L = 2 Вт/м, с1L = 2 Кдж/кг∙
о
К, 1L = 900 кг/м

3
, где 

для Г-образной области индекс S относится к 
твердому, а индекс  L – к жидкому состоянию 
материала. 

Плавление начинается с верхней части 
Г-образной области и становится заметным 
через 70 временных переходов. За 210 пере-
ходов верхняя часть области оказывается 
полностью расплавленной. При длительном 

протекании процесса (при k → ) две ячейки 
нижней части области остаются нерасплав-
ленными, так как находятся в зоне температу-
ры, меньшей температуры плавления. 

На рис. 3 показана кинетика плавления в 
Г-образной области в виде зависимости отно-
шения текущей полной массы твердого мате-
риала к его полной начальной массе. Анализ 
полученных результатов (рис. 3) показывает, 
что полного расплава получить не удается. 
Ступенчатый характер кривой объясняется ко-
нечностью размеров ячеек: плавление мате-
риала в ячейках, соседних с плавящейся ячей-
кой, не может начаться, пока плавление в ней 
не завершится полностью, поскольку до этого 
времени температура ячейки постоянна и рав-
на температуре плавления. Поэтому тепло-

Рис. 2. Эволюция содержания твердой фазы в Г-образной области 
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проводность не может поднять температуру в 
соседних ячейках до температуры плавления.   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3. Кинетика плавления твердой фазы в Г-образной 
области 

 
На рис. 4 показано асимптотическое 

распределение температуры по ячейкам об-
ласти, которая фактически состоит из трех об-
ластей: внешней области, части Г-образной 
области с расплавленным материалом и ее 
части с твердым материалом (граница между 
последними формируется в процессе расчета). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4. Асимптотическое распределение температуры  

 
Естественно, что предложенная модель 

работает и при отсутствии фазовых перехо-
дов. Для этого достаточно приписать теплофи-
зические свойства внутренним областям, а 
температуру фазового перехода назначить за-
ведомо большей максимальной температуры, 
которая может присутствовать в задаче.  

Конфигурация внешней области принята 
прямоугольной исключительно для наглядно-
сти при первом знакомстве с моделью. Она 
может иметь произвольную форму, но в любом 
случае вокруг ее границы должен быть описан 
разбитый на ячейки прямоугольник, а в матри-
це PQ следует запретить переходы теплоты в 

ячейки прямоугольника, не принадлежащие 
моделируемой области.  

С нашей точки зрения, очевидным дос-
тоинством предложенной модели является ее 
универсальность. Действительно, манипули-
руя только матрицей формы и теплофизиче-
скими свойствами материалов, можно решать 
широкий спектр теплотехнических задач, не 
меняя алгоритма моделирования и даже про-
граммы расчета. Например, с ее помощью 
можно прогнозировать теплоизоляционные 
свойства пустотелого керамического кирпича и 
оптимизировать форму и взаимное располо-
жение пустот при заданной их общей площади.  

Таким образом, предложенная универ-
сальная ячеечная математическая модель те-
плопроводности в составной области с воз-
можностью фазовых переходов в отдельных 
ее частях может использоваться при решении 
разнообразных теплотехнических задач.  
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