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Авторское резюме 
 
Состояние вопроса: При расчете и проектировании оборудования для вибрационной переработки сыпучих мате-

риалов, например грохотов для сортировки угля на электростанциях, смесителей для подготовки смесей при произ-
водстве композиционных материалов для энергетического машиностроения, важно знать состояние слоя материа-
ла при наложении вибрационного воздействия. Большинство моделей этого процесса оперирует движением оди-
ночной частицы над колеблющейся поверхностью, что не вполне адекватно отражает все его особенности. В связи 
с этим  актуальной является разработка моделей таких процессов, построенных на описании движения ансамбля 
частиц и учитывающих взаимодействие частиц друг с другом. 
Материалы и методы: Для построения математического описания процесса применена одномерная версия ме-

тода дискретных элементов. Она базируется на динамическом описании движения каждой частицы ансамбля и 
изменении скоростей частиц при ударе друг о друга. 
Результаты: Предлагается математическое описание простейшей одномерной версии метода дискретных эле-

ментов (DEM simulation). Приведены результаты численных экспериментов с соответствующей ей моделью. 
Выявлено влияние параметров колебания поверхности, коэффициента восстановления скорости при ударе и 
числа частиц по высоте слоя на локальную и среднюю порозность материала в слое.  
Выводы: Уменьшение коэффициента восстановления и увеличение числа частиц в слое ведет к снижению его 

средней порозности, а увеличение числа Фруда – к ее увеличению. Количественные данные о средней порозно-
сти слоя позволяют более адекватно моделировать и рассчитывать процессы вибрационной сепарации и сме-
шивания. 
 
Ключевые слова: ансамбль частиц, вибрационное воздействие, число Фруда, метод дискретных элементов, по-

розность, численный эксперимент. 
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Abstract 
 
Background: The methods of calculation and design of equipment for vibration treatment of granular materials (for in-

stance, screens for coal separation at thermal power plants, mixers for obtaining mixtures for production of composite 
material for energy machine building) require reliable knowledge on the state of material bed under application of vibra-
tion. The most of models of the process are based on the single particle motion above the vibrating surface that does not 
take into account all specific features of the process. This is why elaboration of models of such processes based on de-
scription of particle ensemble and taking into account particle-particle interaction is an actual problem.   
Materials and methods: In order to build a mathematical description of the process a one-dimensional version of the 

discrete elements method is used. It is based on the dynamic description of each particle of ensemble and variation of 
particle velocity after particle-particle impact. 
Results: The paper contains a mathematical description of the simplest one-dimensional version of discrete elements 

method (SEM simulation) and results of numerical experiments using a model corresponding to such method. Influence 
of the surface oscillation parameters, the restitution coefficient and the number of particles along the bed height on the 
local and average bed porosity is found. 
Conclusions: Decrease of the restitution coefficient and increase of the number of particles lead to decrease of the av-

erage bed porosity while increase of the Froude number leads to its increase. The quantitative data on the average bed 
porosity allow more adequate modeling and calculation of the processes of vibration separation and mixing. 
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Объектом предлагаемого исследования 
является поведение ансамбля частиц над виб-
рирующей поверхностью. Решение этой зада-
чи имеет важное значение для прогнозирова-
ния кинетики вибрационной переработки дис-
персных материалов, например кинетики гро-
хочения угля на электростанциях, кинетики 
формирования смесей разнородных порошков 
при производстве композиционных материалов 
в металлургии и других процессов.  

В [1, 2] описаны модели взаимодействия 
одиночных частиц с вибрирующей поверхно-
стью. Несмотря на определенную ценность 
полученных в них результатов, модель оди-
ночной частицы является весьма приближен-
ной. Она, в принципе, не позволяет учесть 
влияние на расширение слоя взаимодействия 
частиц друг с другом при их столкновениях, а 
следовательно, и рассчитать порозность слоя, 
которая оказывает ключевое влияние на кине-
тику протекающих в нем процессов. Для полу-
чения более глубокой информации о движении 
частиц в виброожиженном слое необходимо 
рассматривать поведение не отдельной час-
тицы, а ансамбля частиц над вибрирующей 
поверхностью.  

В последнее время все большее внима-
ние в моделировании движения ансамбля час-
тиц уделяется методу дискретных элементов 
(DEM simulation) [3–8]. Он основан на непо-
средственном численном интегрировании ди-
намических уравнений движения каждой вхо-
дящей в ансамбль частицы с учетом их взаим-
ных столкновений. В зависимости от вычисли-
тельных возможностей применяемых средств 
вычислительной техники, модельному наблю-
дению могут подвергаться 10

5
 и более частиц. 

Однако продолжительность расчета только 
одного режима виброожижения может зани-
мать до нескольких дней, вследствие чего 
анализ чувствительности результатов к пара-
метрам вибровоздействия и свойствам частиц 
на основе полной трехмерной версии этого 
метода становится проблематичным.  

На наш взгляд, качественная оценка 
влияния параметров процесса на состояние 
слоя может быть выполнена на основе про-
стейшей одномерной версии этого метода, тре-
бующей минимальных затрат машинного вре-
мени. Ниже приведено математическое описа-
ние этой версии и результаты численных экс-
периментов с соответствующей ей моделью. 

Расчетная схема процесса показана на 
рис. 1. Твердая поверхность совершает гармо-
нические колебания по закону 

x0(t) = Asint,                                                (1) 

где A и  – амплитуда и частота колебаний.  
В рассматриваемой задаче комплексной 

характеристикой интенсивности колебаний 

может служить число Фруда Fr = A
2
/g, где g – 

ускорение свободного падения.  

Над поверхностью с возможностью сво-
бодного движения в вертикальном направле-
нии движутся m шарообразных частиц радиуса 
r с координатами центров yj(t).   

 
 
Рис. 1. Расчетная схема движения ансамбля частиц над 
вибрирующей поверхностью 
 

Считается, что в промежутках времени 
между столкновениями частицы движутся по 
закону свободного падения в среде с сопро-
тивлением. Простейшая разностная схема 
расчета этого движения имеет следующий вид: 

  1 ;i i i i
j j j jv v g v v t                                      (2) 

1 ,i i i
j j jy y v t                                                      (3) 

где v – скорость частицы; (v) – приведенный к 
единице массы частицы коэффициент аэроди-

намического сопротивления; t – шаг интегри-
рования по времени; i – номер шага. 

На каждом временном шаге положения 
частиц проверяются на наличие или отсутст-
вие удара. Соотношения удара рассчитывают-
ся различно для нижней частицы (j = 1) и ос-
тальных (j = 2,…, m) частиц. 

Для j = 1: 

если y1
i+1 

< y0
k+1 

+ r, то 

y1
i+1

:= y0
i+1 

+ r,               (4) 

v1
i+1

:= –(v1
i+1 

– v0
i+1

)k1 + v0
i+1

,             (5) 

где k1 – коэффициент восстановления скоро-
сти при ударе частицы о поверхность, := – 
оператор присваивания. 

Для j = 2,…, m: 

A 

A 

y0(t) 

y1(t) 

yj-1(t) 

yj(t) 

ym(t) 

y 
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если yj
i+1 

< yj–1
k+1 

+ 2r, то 

yj
i+1 

< yj–1
k+1 

+ 2r,                                                 (6) 

1 1 1
1 1

1 1
: ,

2 2

i i i
j j j

k k
v v v  

 

 
                                   (7) 

1 1 1
1 1

1 1
: ,

2 2

i i i
j j j

k k
v v v  

 

 
                                   (8) 

где k – коэффициент восстановления скорости 
при ударе частиц. Заметим, что формулы (7) и 
(8) справедливы только при одинаковой массе 
частиц. 

Равенства (1)–(8) полностью описывают 
движение ансамбля частиц при принятых до-
пущениях. В дальнейших численных экспери-
ментах считается, что аэродинамическое со-
противление частиц оказывает малое влияние 
на их движение и в расчетах не учитывается. 

На рис. 2 в качестве примера приведен 
график колебаний верхней границы слоя из пя-
ти частиц. Ее положение оказывается случай-
ным процессом, статистические характеристики 
которого выглядят довольно стабильными. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2. Пульсации верхней границы ансамбля из  

5-ти частиц (k = 0,7; Fr = 2; A = 1 см;  ---- – средний 

уровень границы) 

 
При расчете связанных с виброожиже-

нием процессов важной характеристикой слоя 
является величина его средней по высоте по-
розности – доли свободного пространства ме-
жду частицами в объеме, ограниченном па-
раллелепипедом с квадратным основанием 
размера 2r. В рассматриваемой задаче она 
может быть рассчитана по формуле 

1

1 .
3( 2 )

i

i i
m

m r

y y r


  

 
              (9) 

При плотном контакте частиц величина 
порозности не зависит от числа частиц и состав-

ляет 1 – /6 ≈ 0,477. Естественно, что мгновен-
ная порозность меняется вслед за колебания-

ми высоты слоя, но ее среднее значение m за 

достаточно большой промежуток времени ос-
тается постоянным.    

На рис. 3 показано влияние коэффици-
ента восстановления скорости на величину 
средней по времени порозности при различ-
ных значениях числа Фруда для слоя из шес-
ти частиц. 

Рис. 3. Влияние коэффициента восстановления 
скорости на среднюю порозность слоя при различ-
ных значениях числа Фруда (m = 6; A = 1 см;  ---- – 

порозность при плотном контакте) 

 
При коэффициенте восстановления, 

приближающемся к 0,7, порозность слоя мало 
отличается от таковой при плотном контакте 
частиц при всех значениях числа Фруда. Это 
происходит потому, что энергия, передаваемая 
колеблющейся поверхностью нижней частице, 
при низком коэффициенте восстановления 
рассеивается при взаимных ударах частиц, 
высота слоя становится меньше, как и его по-
розность. С ростом интенсивности колебаний и 
коэффициента восстановления порозность 
увеличивается, но становится весьма чувстви-
тельной к этим параметрам. 

По этой же причине рассеяние энергии 
должно увеличиваться с увеличением числа 
частиц в слое, т. е. его начальной высоты. На 
рис. 4 показано, как меняется порозность с 
увеличением числа частиц в слое при двух 
значениях числа Фруда. При Fr = 2 и m = 8 по-
розность фактически достигает предельной и 
все частицы колеблются как одно целое. Если 
необходимо увеличить порозность, то прихо-
дится увеличивать число Фруда, т. е. интен-
сивность вибровоздействия. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y5 + r, см 

t, с 

m 

k 

1,5 

2,5 

Fr = 3,5 
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Рис. 4. Влияние числа частиц в слое на среднюю порозность 
при различных значениях числа Фруда (k = 0,7; A = 1 см; 

---- – порозность при плотном контакте) 

 
Представленная модель не претендует 

на точное количественное описание состояния 
виброожиженного слоя, но позволяет выявить 
тенденции его изменения при изменении па-
раметров вибровоздействия и числа и свойств 
частиц. 
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