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Авторское резюме 

 
Состояние вопроса: Реакторы с циркуляционным кипящим слоем широко используются в энергетической, хими-

ческой и других отраслях промышленности. Их применяют для сжигания угля, древесины и сланцев в топках энер-
гетических котлов и утилизации твердых промышленных отходов, газификации углей и биомассы, проведения 
разнообразных химических и тепломассообменных процессов. Благодаря циркуляции увеличивается время пре-
бывания частиц в аппарате и интенсифицируются процессы взаимодействия частиц с газом. Однако для их надеж-
ного проектирования с полной реализацией имеющихся преимуществ необходима разработка адекватных матема-
тических моделей протекающих в них процессов. Несмотря на то, что моделированию отдельных процессов по-
священо большое количество работ, работа реактора в целом с учетом имеющихся в нем обратных связей изучена 
недостаточно. В связи с этим необходима разработка простых, но информативных моделей, учитывающих взаимо-
действие потоков частиц в различных зонах аппарата. 
Материалы и методы: Используется метод математического моделирования, основанный на ячеечных моделях 

процессов гидродинамики и теории цепей Маркова. Особенностью подхода является введение зависимости пе-
реходных вероятностей от текущего распределения содержания части в собственно реакторе и опускном канале.  
Результаты: Построена нелинейная ячеечная модель процесса, позволяющая рассчитывать загрузку реактора 

и опускного канала дисперсным материалом и распределение времени пребывания частиц в аппарате.  
Выводы: Учет нелинейных явлений в процессе циркуляционного псевдоожижения позволяет адекватно выяв-

лять взаимное влияние параметров псевдоожижения и циркуляции на распределение времени пребывания час-
тиц в аппарате и загрузку его элементов материалом. 
 
Ключевые слова: циркуляционный кипящий слой, реактор, опускной канал, дисперсный материал, ячеечная 

модель, вектор состояния, матрица переходных вероятностей, распределение времени пребывания, параметры 
псевдоожижения. 
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Abstract 
 

Background: Reactors with circulating fluidized bed are widely used in energetics, chemical and other industries. They are 

applied for combustion of coal, wood and shale in furnaces of power-generating boilers and incineration of solid wastes, for 
gasification of coals and biomass, for running various chemical and heat and mass transfer processes. Circulation allows 
increasing the residence time of particles in such apparatuses and intensifying the processes of gas-solid interaction. How-
ever, adequate mathematical models are to be developed for reliable design of such apparatuses, which fully realize their 
advantages. Despite of the fact that a lot of mathematical models describing separate processes exist, the work of entire 
reactor taking into account the feedbacks in it is still not enough investigated. Therefore, the simple but informative models 
taking into account the interaction of particulate fluxes in different zones of an apparatus are needed. 
Materials and methods: The method of mathematical modeling based on the cell models of hydrodynamics and the theory 

of Markov chains is used. The feature of the approach is introduction of the dependence of the transition probabilities on the 
current particle content distribution in the riser and downer.   
Results: A non-linear cell model of the process is built. It allows calculating the hold-up in the riser and downer and the 

particle residence time distribution in the apparatus. 
Conclusions: Taking into account the non-linear phenomena in the process circulating fluidization allows more ade-

quate exposing the influence of fluidization and circulation parameters on the particle residence time distribution and 
hold-ups in the apparatus elements.  
 
Key words: circulating fluidized bed, reactor, downer, particle content, cell model, state vector, matrix of transition prob-

abilities, residence time distribution. 
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Реакторы с циркуляционным кипящим 
слоем широко используются в различных от-
раслях промышленности. Их применяют для 
сжигания угля, древесины и сланцев в топках 
энергетических котлов и утилизации твердых 
промышленных отходов, для газификации уг-
лей и биомассы, для проведения разнообраз-
ных химических и тепломассообменных про-
цессов [1]. Постоянно совершенствующаяся 
технология сжигания углей в кипящем слое 
становится конкурентной по сравнению со сжи-
ганием угольной пыли. Вместе с тем совокуп-
ность процессов, протекающих в циркуляцион-
ном кипящем слое, представляет собой доста-
точно сложную систему с обратными связями, 
что затрудняет создание достоверных методов 
их расчета и проектирования.  

Для решения этой задачи предлагаются 
разнообразные математические модели, осно-
ванные на различных модельных представле-
ниях сред, участвующих в процессе [2–6]. 
Большинство из этих моделей представляют 
частицы и газ взаимодействующими сплошны-
ми средами и состоят из дифференциальных 
уравнений движения и энергии для этих сред, 
которые решаются численно с использованием 
различных подходов. Нельзя не отметить, что 
получаемые при этом решения оказываются 
мало информативными с технологической точ-
ки зрения и содержат явные или скрытые под-
гоночные параметры, что сильно затрудняет их 
идентификацию, тем более что эксперимен-
тальные исследования процесса по его ло-
кальным состояниям немногочисленны и отно-
сятся в основном к собственно кипящему слою, 
а не ко всей циркуляционной системе [7]. Кро-
ме того, численные эксперименты с такими 
моделями требуют больших затрат машинного 
времени. Так, в [2] указывается, что расчет 
только одного режима в реакторе занимает до 
6 часов, что вряд ли может удовлетворить ин-
женерную практику, где поиск рациональных 
конструктивных и режимных параметров осно-
вывается на переборе вариантов. Следует 
также отметить, что, создавая сложные моде-
ли отдельных элементов системы, большинст-
во авторов не уделяют внимания адекватному 
описанию связей между ними, что является 
весьма важным, так как при определенных не-
благоприятных характеристиках этих связей 
циркуляция частиц может потерять устойчи-
вость, что на практике приводит к завалу сис-
темы и ее аварийному останову [8].    

На наш взгляд, адекватным математиче-
ским инструментом моделирования и расчета 
процессов в циркуляционном кипящем слое 
являются теория цепей Маркова и построен-
ные на ее основе ячеечные модели. Они по-
зволяют, с одной стороны, описывать процес-
сы по их локальным состояниям и учитывать 
все их физико-химические особенности, а с 
другой – имеют незначительное по сравнению 

с упомянутыми выше моделями время расче-
тов, измеряемое минутами. Общие принципы 
построения таких моделей для описания про-
цессов в дисперсных средах приведены в  
[9, 10]. Настоящая статья является логическим 
продолжением нашей работы [11], в которой 
описано и экспериментально обосновано при-
менение теории цепей Маркова к моделирова-
нию гидродинамики дисперсной фазы в прямо-
точном кипящем слое. 

Установка с циркуляционным кипящим сло-
ем и ее ячеечная модель показаны на рис. 1. 
Установка состоит из реактора 1, в который 
подается дисперсный материал и газ, приво-
дящий материал в состояние кипящего слоя. 
При невысокой скорости газа кипящий слой 
стабилизируется на определенной высоте, но 
для интенсификации физико-химических про-
цессов выгодно иметь высокую скорость газа. 
При высокой скорости газа частицы достигают 
высоты реактора и попадают в сепаратор 2, 
который выносит часть частиц вместе с газом 
из установки, а часть направляет в опускной 
канал 3, где они осаждаются и через регулиро-
вочный клапан 4 вновь попадают на вход ки-
пящего слоя.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

         
       а)           б) 
 

Рис. 1. Схема циркуляционного кипящего слоя (а) и 
его ячеечная модель (б): 1 – реактор; 2 – сепаратор; 
3 – опускной канал; 4 – регулирующий клапан 

 
В одномерной ячеечной модели высота 

реактора и опускного канала разбита на m 
ячеек идеального перемешивания, а текущее 
распределение содержания частиц по высоте 
представлено вектором столбцом S = {Sj} раз-

мера m1, где j – номер ячейки, отсчитывае-
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дискретные моменты времени tk = (k – 1)t, где 

t – продолжительность временного перехода, 
а k – его порядковый номер (дискретный ана-
лог текущего времени). Эволюция состояния 
процесса (распределения материала по ячей-
кам) в закрытой цепи описывается рекуррент-
ным матричным равенством 

k+1 kS = PS ,                                                      (1) 

где P – матрица переходных вероятностей, в 
которой j-й столбец принадлежит j-й ячейке. В 
нем содержатся вероятности переходов в те-

чение t из этой ячейки в соседние ячейки, а 
также вероятность остаться в ней самой. Ве-
роятности переходов разделены на симмет-

ричную (диффузионную) часть d = Dt/x
2
, где 

D – коэффициент макродиффузии, x – высота 
ячейки, и несимметричную (конвективную) 

часть v = Vt/x, где V – скорость движения 
частиц в потоке газа.  

Для использования равенства (1) необ-
ходимо рассмотреть процессы в реакторе и 
опускном канале отдельно. 

Ячеечная модель процесса в реакторе. 
Эта модель описывает эволюцию вектора со-
стояния Sr в реакторе, а ее специфика опреде-
ляется матрицей переходных вероятностей Pr 
для реактора. Элементы этой трехдиагональ-
ной матрицы рассчитываются по следующим 
соотношениям: 




 
   
 
 

, 1
, , 1
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1 ,

k
r jk k

r j j j

S
P v e d

S
 

j = 1, …, m–1;        (2) 



 
    
 
 

, 1,
max

1 (1 ) ,

k
rjk k

r j j j

S
P v e d

S
 j = 1, …, m–1; (3) 



  , , , ,

1, ¹

1 ,
m

k k
r j j r i j

i i j

P P    i = 1, …, m ,                      (4) 

где e = 1, если vj
k 
> 0, и e = 0, если vj

k 
< 0. 

В этих соотношениях vj
k
 – доля частиц, 

переходящая в течение t путем конвективного 
переноса (взаимодействия с газом) из ячейки j 
в соседнюю ячейку, если бы она была свобод-
ной от частиц. Она определяется разностью 
скорости стесненного обтекания частиц W и 
скоростью ее свободного осаждения Vs, при-
чем скорость стесненного обтекания зависит 
от текущей концентрации частиц в ячейке (чем 
больше концентрация, тем больше локальная 
скорость обтекания; она становится наиболь-
шей при максимальной концентрации частиц 
Smax). Связь между этой скоростью и концен-
трацией описана в работе [11]. С учетом ска-
занного величина vj

k
 может быть определена 

по формуле  

 0
0

max

1
,

1

k
k s
j k

j

v
v w

wS

S

 
 
 
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                                  (5)  

где w0 = W0t/x, W0 – скорость газа в сечении 

пустого реактора; vs = Vst/x. 
В выражениях (2), (3) множитель в круглых 

скобках означает следующее.  
Формула (5) дает безразмерную скорость 

частиц в ячейке j, но с такой скоростью части-
цы переходили бы в соседнюю ячейку, если бы 
она была полностью свободной от частиц. При 
ее занятости частицами с их определенной 
текущей концентрацией перенос возможен 
только в свободный от частиц объем. Если она 
заполнена частицами полностью, то переход в 
нее становится невозможным.  

Именно это и учитывает множитель в 
круглых скобках. Таким образом, эволюция 
распределения содержания частиц по ячейкам 
описывается матричным равенством 

,k+1 k k
r r rS = P(S )S                                                   (6) 

где матрица переходных вероятностей зависит 
от текущего вектора, то есть модель становит-
ся существенно нелинейной. 

Взаимодействие цепи с внешними устрой-
ствами описывается отдельными равенствами. 
При подаче материала в нижнюю ячейку реак-
тора ее текущее состояние рассчитывается по 
формуле 

1 1
,1 ,1 0: ,k k

r rS S q                                                   (7) 

где q0 = G0t – количество исходного материа-
ла, подаваемого в реактор внешним источни-

ком за время t; G0 – производительность этой 
подачи, := – оператор присваивания. 

Выход частиц из верхней ячейки m реак-
тора рассчитывается следующим образом: 

1 1
1 , ,k k k

r m mq S v                                                       (8) 

после чего содержание частиц в ней становится 
1 1 1

, , 1: .k k k
r m r mS S q                                                  (9) 

Этот поток q1
k+1

 идет в сепаратор, который 

направляет его долю  за пределы аппарата, а 

долю (1– ) – в опускной канал, т. е.  

q3
k+1 

= q1
k+1
,                                                    (10) 

q2
k+1

= q1
k+1 

(1–).                                              (11) 

Ячеечная модель процесса в опускном 
канале. Эта модель описывает эволюцию век-
тора состояния Sd в опускном канале, а ее 
специфика (отсутствие восходящего потока 
газа) определяется матрицей переходных ве-
роятностей Pd для этого канала. Элементы 
этой трехдиагональной матрицы рассчитыва-
ются по следующим соотношениям: 

, , 1 , 1,..., 1;k

d j jP d j m
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Поскольку в верхнюю ячейку опускного 
канала на каждом временном переходе пода-
ется количество q2

k+1
 материала, отклоненного 

сепаратором, то содержание материала в этой 
ячейке составит  

1 1 1
, , 2: .k k k

d m d mS S q                                                (15) 

Нижняя ячейка цепи канала j = 1 связана 
с нижней ячейкой реактора через регулиро-
вочный клапан, который пропускает в реактор 

за время t долю z содержащихся в нижней 
ячейке опускного канала частиц. Таким обра-
зом, получаем: 

1 1
4 ,1 ,k k

dq S z                                                       (16) 

1 1 1
,1 ,1 4: ,k k k

d dS S q                                                (17) 

1 1 1
,1 ,1 4: .k k k

r rS S q                                                 (18) 

Равенства (16)–(18) замыкают цепь цир-
куляции, а вся система расчетных соотноше-
ний в целом позволяет описывать переходный 
процесс в циркуляционном кипящем слое с 
выходом на его установившееся состояние, 
критерием наступления которого является ра-
венство величин q0 и q3 с некоторой наперед 
заданной точностью. 

При анализе кинетики процесса важно 
знать, как формируется и чему асимптотически 
равна полная загрузка реактора и опускного 
канала материалом. Эти величины можно рас-
считать по следующим формулам: 

,
1

;
m

k k
r r j

j

Q S


                                                       (19) 

,
1

.
m

k k
d d j

j
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Другой важной характеристикой цирку-
ляционного кипящего слоя является распреде-
ление времени пребывания частиц в реакторе. 
Оно рассчитывается следующим образом: 

E(k) = (q3
k+1

 – q3
k
)/q0.                                       (21) 

Ниже приведены некоторые результаты 
численных экспериментов с разработанной мо-
делью, подтверждающие ее работоспособность 
и качественную адекватность реальной физике 
процесса. Во всех расчетах начальным состоя-
нием системы считается отсутствие в ней пере-
рабатываемого дисперсного материала. 

Рис. 2 иллюстрирует эволюцию распре-
деления содержания частиц дисперсного ма-
териала в реакторе и опускном канале с мо-
мента начала подачи материала в реактор до 
выхода на установившееся состояние. 

 
 
 
 
 
 
 

 

б) 
Рис. 2. Эволюция распределения содержания частиц в 

реакторе (а) и опускном канале (б): w0 = 0,4; vs = 0,3;  

z = 0,15;  = 0,6; q0 = 0,06 

На рис. 3 показан переходный процесс 
стабилизации потоков дисперсного материала 
в циркуляционной системе. Характер стабили-
зации полностью соответствует физическому 
характеру ее функционирования. Однако чис-
ленные эксперименты показали, что устойчи-
вость потоков при определенном сочетании 
параметров может быть нарушена, что связано 
с переполнением отдельных ячеек материа-
лом, когда его содержание в ячейке становится 
больше предельного. Чаще всего это случает-
ся при низкой пропускной способности опуск-
ного канала, рассчитанного на естественное 
осаждение частиц в неподвижном потоке газа, 
когда блокируется его верхняя часть. При этом 
необходимо или изменить значения парамет-
ров, или перейти к принудительному транспор-
ту материала. 
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Рис. 3. Стабилизация потоков материала в циркуляционном 

кипящем слое: w0 = 0,4; vs = 0,3; z = 0,15;  = 0,6; q0 = 0,06 

 
При расчете происходящих в слое физи-

ко-химических процессов важную роль играет 
распределение времени пребывания частиц в 
аппарате. Эта функция рассчитывается по 
формуле (21). На рис. 4 показано распределе-
ние времени пребывания частиц при различ-
ных значениях выноса сепаратора. 

 
Рис. 4. Распределение времени пребывания частиц при 
различных значениях выноса сепаратора: w0 = 0,4; vs = 0,3; 
z = 0,15; q0 = 0,03 

 
По функции E(k) рассчитывается сред-

нее время пребывания частиц в аппарате как 
математическое ожидание этой кривой рас-
пределения: 

1

( ),
N

k kE k                                                   (22) 

где N – число временных переходов до полной 
стабилизации всех потоков частиц в аппарате. 

Значения среднего времени пребывания 
отмечены точками на оси абсцисс на графике 

рис. 4, а его зависимость от выноса сепарато-
ра представлена на рис. 5.  

При  = 1 реактор работает в прямоточ-
ном режиме без циркуляции. Анализ графика 
(рис. 5) показывает, что переход к циркуляци-
онному режиму позволяет увеличить среднее 
время пребывания частиц почти в 3,5 раза 
(при большей скорости обтекания частиц га-
зом), что позволяет осуществлять более глу-
бокие физико-химические превращения в час-
тицах или увеличивать производительность 
аппарата.  

 
Рис. 5. Зависимость среднего времени пребывания 
частиц от выноса сепаратора: w0 = 0,4; vs = 0,3;  
z = 0,15; q0 = 0,03 

 
Таким образом, предложенная ячеечная 

модель гидродинамики циркуляционного ки-
пящего слоя позволяет учесть все протекаю-
щие в реакторе явления первого порядка важ-
ности и имеет гораздо меньшее по сравнению 
с известными моделями время расчета, не 
превышающее одной минуты для одного рас-
четного режима. 
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