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Оптимизация структуры и режима работы сложных тепломассообменных 
 систем с многокомпонентными теплоносителями 

Авторское резюме 

Состояние вопроса. Для проведения расчетных исследований при поиске эффективных решений 
требуются адекватные модели и методы расчета технологических систем. Известны подходы к моде-
лированию тепломассообмена в многоступенчатых аппаратах с многокомпонентными теплоносите-
лями, на основе которых могут выполняться поверочные расчеты сложных систем. Однако наряду с 
проведением поверочного расчета часто возникает необходимость проведения проектных расчетов, в 
ходе которых решаются задачи повышения эффективности функционирования таких систем. Поста-
новка оптимизационных задач выбора оптимальной структуры и режима работы тепломассообмен-
ных установок и их использование при выполнении проектных расчетов является актуальной зада-
чей, стоящей перед энергетикой и смежными отраслями промышленности. 
Материалы и методы. Для моделирования тепломассообменных систем используются матричные 
уравнения баланса массы и энергии, для решения оптимизационных задач применяются методы ма-
тематического программирования. 
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Результаты. В рамках ранее разработанной модели тепломассообмена в многоступенчатых тепло-
обменных аппаратах с многокомпонентными теплоносителями сформулирована и решена задача оп-
тимизации структуры и режима работы тепломассообменных систем для теплоносителей, состоящих 
из смеси компонентов с разной температурой кипения. Представлено решение данной задачи, позво-
ляющее оценить эффективность технологической системы по выбранной целевой функции. 
Выводы. Полученные результаты могут быть использованы в энергетической, химической и пищевой 
отраслях промышленности для повышения эффективности ресурсо- и энергосберегающих техноло-
гий при получении товарных продуктов с допустимым содержанием примесей. 
 
Ключевые слова: целевая функция, параметры оптимизации, математическая модель, тепломассо-
обменные системы, баланс энергии, баланс массы, многокомпонентные смеси, ректификация, много-
ступенчатые системы 
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Optimization of the structure and mode of operation of complex heat  

and mass transfer multicomponent systems 
 

Abstract 
 
Background. To conduct computational research in the search for effective solutions, adequate models and 
methods for calculating technological systems are required. Known approaches to modeling heat and mass 
transfer in multi-stage devices with multicomponent fluids, based on which verification calculations of com-
plex systems can be performed. However, along with the verification calculation, the necessity of carrying out 
design calculations often arises, during which the tasks of increasing the efficiency of the functioning of such 
systems are solved. The formulation of optimization problems of choosing the optimal structure and operat-
ing mode of heat and mass transfer plants and their use in performing design calculations is an urgent task 
facing the energy sector and related industries. 
Materials and methods. To simulate heat and mass transfer systems, the matrix equations of mass and 
energy balance are used, and mathematical programming methods are used to solve optimization problems. 
Results. In the framework of the previously developed model of heat and mass transfer in multistage heat 
exchangers with multicomponent heat transfer media, the problem of optimizing the structure and operat-
ing modes of the system of such heat transfer apparatuses consisting of a mixture of components with 
different boiling points is formulated and solved. An example of solving this problem is given, which allows 
one to evaluate the efficiency of component separation and the quality of finished products for the selected 
objective function. 
Conclusions. The results can be used in the energy, chemical and food industries to increase the efficiency 
of resource and energy saving technologies and to obtain pure components with a normalized impurity con-
tent in solving problems of choosing the optimal structures and operating modes of similar systems. 
 
Key words: objective function, optimization parameters, mathematical model, heat and mass transfer sys-
tems, energy balance, mass balance, multicomponent mixtures, rectification, multistage systems 
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Введение. В ряде технологий в 
энергетической, нефтехимической и пи-
щевой отраслях промышленности из ис-
ходного сырья требуется получить не-
сколько готовых продуктов, каждый из ко-
торых обладает своими потребительскими 
свойствами. В энергетике примером таких 
технологий являются системы оптималь-
ного распределения тепловой и электри-
ческой нагрузок между энергетическими 
агрегатами или технология приготовления 
и фракционирования топлива для эффек-
тивного его сжигания. На нефтеперераба-
тывающих заводах в ректификационных 
установках происходит разделение нефти 
и нефтепродуктов на компоненты или 
фракции, которые имеют разные темпера-
туры кипения: бензин, керосин, лигроин, 
дизельное топливо, мазут и др. [1–5]. Про-
изводительность по готовым продуктам и 
экономическая эффективность таких си-
стем могут существенно зависеть от 
структуры технологической схемы и режи-
ма ее функционирования. Мероприятия, 
направленные на совершенствование та-
ких технологий, наиболее эффективно мо-
гут быть реализованы на основе простых и 
адекватных моделей и методов расчета, 
позволяющих учитывать специфику ана-
лизируемых процессов. Разработка и реа-
лизация оптимальных технологий получе-
ния готовых продуктов требуемого каче-
ства является актуальной задачей для 
пищевой, химической и энергетической 
отраслей промышленности. 

Объектом предлагаемого исследова-
ния являются многопоточные многоступен-
чатые системы тепломассообмена [6–11]. В 
качестве предмета исследования рассмат-
ривается постановка и решение задач оп-
тимизации многоступенчатых тепломассо-
обменных систем, в которых в качестве од-
ного из теплоносителей используется 
смесь компонентов с разными температу-
рами кипения [4–6]. 

Целью исследования является повы-
шение эффективности проектирования и 
функционирования многопоточных много-
ступенчатых систем, где один из теплоно-
сителей является смесью компонентов с 
разными температурами кипения. 

Для достижения поставленной цели 
решаются следующие задачи: 

 постановка задачи оптимизации 
процессов тепломассообмена в системе 
многоступенчатых теплообменных аппара-

тов, один из теплоносителей в которой 
представлен многокомпонентной смесью; 

 решение оптимизационной задачи 
для многоступенчатой системы тепломас-
сообмена, один из теплоносителей которой 
представлен смесью компонентов с разны-
ми температурами кипения. 

Методы исследования. Для моде-
лирования тепломассообменных систем 
используются уравнения баланса массы и 
энергии и методология матричной форма-
лизации расчета и анализа сложных техно-
логических систем с произвольной конфи-
гурацией связей между подсистемами  
[7–11], для решения оптимизационных за-
дач применяются методы математического 
программирования [12–14]. 

При постановке оптимизационных 
задач и анализе их решения используется 
следующая терминология [6]. При класси-
фикации систем по числу ступеней выде-
ляются одноступенчатые и многоступен-
чатые системы. К многоступенчатым отно-
сятся системы, которые включают две и 
более ступеней. По числу компонентов 
выделяются однокомпонентные и много-
компонентные системы. К многокомпо-
нентным системам относятся системы, в 
которых в качестве одного из теплоноси-
телей рассматривается смесь компонен-
тов с разными температурами кипения. По 
числу потоков теплоносителей системы 
подразделяются на однопоточные, двух-
поточные и многопоточные. Основное 
внимание в работе уделяется исследова-
нию многокомпонентных и многоступенча-
тых тепломассообменных систем. 

Ранее нами разработан подход к мо-
делированию тепломассообмена в много-
ступенчатых теплообменных аппаратах с 
многокомпонентными теплоносителями [6]. 
Ниже предлагается развитие подхода пу-
тем постановки и решения оптимизацион-
ных задач на основе разработанных мате-
матических моделей. 

В общем виде задача выбора опти-
мальных технологических систем может 
быть сформулирована следующим обра-

зом [7, 14]. Обозначим через  – вектор из-
вестных параметров, х – искомый вектор 
решений как совокупность искомых пара-
метров, W – целевую функцию или показа-
тель эффективности решения, u – управ-
ление (регулирование) процессом. При за-

данном комплексе условий  найти такое 

решение *x x , которое при управлении 
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процессом u  обеспечивает экстремальное 

значение показателя эффективности W. 
Математическая запись постановки задачи 
представляется в виде  

x
.( ) max,x,uW=W                                  (1) 

Для исследуемых тепломассообмен-
ных систем общая формулировка задачи 
(1) конкретизируется следующим образом. 
В качестве целевой функции предлагается 
использовать суммарную экономическую 
эффективность функционирования систе-
мы, которая определяется суммой произ-
ведений производительности системы по  
i-му готовому продукту Bi на его стоимост-
ной показатель ci: 

.( , ) maxi i
i

c B 
x

W x,u                         (2) 

В качестве искомого вектора решений 
предлагается набор параметров, который 
однозначно определяет структуру системы 
и режим ее работы. Искомый вектор x 
представляется как совокупность двух век-

торов  1 2x x x , первый из которых x1 

определяет структуру системы, а второй  
x2 – режим ее работы. Предложенная за-
пись означает объединение компонентов 

вектора x1 и компонентов вектора x2 в век-
тор x, при этом число компонентов (проек-
ций) искомого вектора x определяется 
суммой числа проекций векторов x1 и x2. 

При анализе только структуры системы 
фиксируются режимные параметры  
(x2 = const), а при оптимизации только режи-
ма фиксируется набор параметров, опреде-
ляющий структуру системы (x1 = const). Та-
кое представление вектора искомых пара-
метров позволяет решение сложной задачи 
одновременной оптимизации режима и 
структуры разбить на последовательное 
решение двух и более простых задач: 
структурной и режимной оптимизации. 

Без ущерба для общности подхода к 
постановке оптимизационной задачи даль-
нейший анализ будем проводить на приме-
ре систем ректификации нефти [1–6]. Рек-
тификация – это процесс многократного 
испарения и конденсации, в ходе которого 
исходная смесь разделяется на два или 
более компонентов. При этом паровая фа-
за насыщается легколетучим (низкокипя-
щим) компонентом, а жидкая часть смеси – 
тяжелолетучим (высококипящим) компо-
нентом. Принцип действия и схема потоков 
в ректификационных колонках проиллю-
стрированы на рис. 1,а.  
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Рис. 1. Ректификационная колонка (а), расчет-
ная схема модели одной колонки (б), расчетная 
схема системы из двух колонок (в): 1 – ректи-
фикационная колонка; 2 – исходная смесь (пи-
тание); 3 – дистиллят; 4 – флегма; 5 – кубовый 
остаток; 6 – испаритель кубового остатка; С – 
подача сырья; Bi – выход i-го готового продукта 

 
Исходная смесь поступает в колонну 

1 в качестве питания 2. Пары 3 поднимают-
ся в верхнюю часть колонны, охлаждаются, 
конденсируются в холодильнике-конденса-
торе и подаются обратно на верхнюю та-
релку колонны в качестве орошения 
(флегмы) 4. Продукт, обогащенный легко-
кипящим компонентом, называют дистил-
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лятом. Для создания восходящего потока 
паров в нижней части колонны часть кубо-
вой жидкости 5 направляют в теплообмен-
ник 6, а образовавшиеся пары подают под 
нижнюю тарелку колонны. Если исходный 
продукт состоит из двух компонентов, ко-
нечными продуктами являются дистиллят и 
кубовый остаток. Для многокомпонентных 
смесей обычно используются несколько 
ректификационных колонок. Схема системы 
для выделения трех продуктов, состоящей 
из двух колонок, приведена на рис. 1,в. 

Для описания набора искомых пара-
метров, определяющих структуру системы, 
предлагается использовать код, который с 
помощью специально разработанной си-
стемы кодификации [7, 15] позволяет одно-
значно определить структуру системы. При 
этом искомый вектор параметров структу-
ры системы x1 записывается в виде кода. 
Система кодификации представлена сле-
дующими правилами, которые позволяют 
для любой структуры технологической схе-
мы однозначно сформировать код, а по ко-
ду восстановить структуру системы. 

1. Система разбивается на подсисте-
мы или ступени, каждой из которых при-
сваивается номер. Каждая ступень имеет 
один вход и два выхода: дистиллят и кубо-
вый остаток. При числе выходящих потоков 
более двух ступень дополнительно разби-
вается на более мелкие фрагменты таким 
образом, чтобы число выходных потоков 
было равно двум. Любой выход ступени 
может направляться на вход любой другой 
ступени или покидать систему. 

2. Код состоит из ячеек, разделенных 
знаками (например, точками). Каждая ячей-
ка соответствует предварительно прону-
мерованным элементам схемы; возраста-
ние номера ступени в коде идет справа 
налево. Код структуры записывается набо-
ром цифр. 

3. В ячейке для каждой ступени разме-
щается два числа: справа – номер элемента, 
в который уходит поток низкокипящей фрак-
ции (дистиллята), слева – номер элемента, в 
который уходит поток высококипящей фрак-
ции (кубового остатка) ступени. 

4. Если после какого-либо элемента 
один или несколько потоков покидают схе-
му, то в соответствующем месте кода ста-
вится нуль. 

Расчетная схема для одной ректифи-
кационной колонки, представленной тремя 
ступенями, и код ее структуры, построенный 

по разработанным правилам кодификации, 
приведены на рис. 1,б. Код системы из трех 
ступеней состоит из 6 цифр, разделенных 
попарно точками: две правые цифры отно-
сятся к первой, две средние – ко второй и 
две левые – к третьей ступени расчетной 
схемы. Правая цифра каждой пары показы-
вает номер ступени, в которую направляет-
ся после ступени низкокипящая фракция 
(дистиллят), а вторая – номер ступени, в 
которую направляется высококипящая 
фракция (кубовый остаток). Следует отме-
тить, что в модели каждая ступень может 
соответствовать отдельной тарелке колон-
ны, а можно несколько тарелок объединить 
в одну расчетную ступень. Увеличение чис-
ла ступеней усложняет расчет, но зато поз-
воляет получить более подробные данные о 
процессе ректификации. 

При разделении сырья на три и более 
продукта используются системы из не-
сколько колонок. Расчетная схема системы 
из двух ректификационных колонок приве-
дена на рис. 1,в. Согласно этой схеме, из 
первой колонки дистиллят сразу выделяет-
ся в готовый продукт B1, а кубовый остаток 
подается на вход второй колонки, на выхо-
де которой получается еще два готовых 
продукта B2 и B3. Расчетная схема системы 
включает шесть ступеней, а ее код – две-
надцать цифр. При увеличении числа сту-
пеней более десяти цифры заменяются на 
числа или буквы с сохранением принципов 
построения кода. 

Предложенный подход позволяет од-
нозначно кодировать любую структуру тех-
нологической схемы и автоматизировать 
процедуру составления ее матричной ма-
тематической модели [6]. 

Для описания вектора искомых ре-
жимных параметров системы (x2) использу-
ются параметры модели, разработанной в 
рамках матричной формализации [6]. Ос-
новные положения модели, необходимые 
для понимания постановки и решения опти-
мизационной задачи, представлены ниже. 

Многокомпонентные теплоносители в 
нефтехимии характеризуются массовым со-
держанием компонентов (фракций) с раз-
ными температурами кипения. Фракцион-
ный состав нефтепродуктов по истинным 
температурам кипения (ИТК) является од-
ной из важных и широко используемых ха-
рактеристик нефти [3]. Состав нефти по ИТК 
выражается в виде дискретных значений 
массового распределения фракций по тем-
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пературам кипения. Интегральная кривая 

вероятности F() показывает массовую до-
лю смеси, у которой температура кипения 

ниже . Для расчета фракционных составов 

продуктов в любой точке системы из n сту-
пеней при анализе m фракций нефтепро-
дуктов используется матричная модель [6] 

0  K F F ,  (3) 

где 

12 13 1n

21 23 2n

n1 n2 n3

...

...

... ... ... ... ...

...

 
 

 
 
   

I С С С

С I С С
K

С С С I

,  (4) 

здесь K – технологическая матрица разме-

ра nn блоков или mnmn элементов; С – 

диагональная матрица размера mm, на 
главной диагонали которой находятся ве-
роятности попадания соответствующих 
фракций в дистиллят; I – единичная матри-

ца размера mm; матрица Cik соответству-
ет матрице C для k-го элемента, i – номер 
элемента схемы, на вход которого подает-
ся материал с выхода k-го элемента. Если 
материал из k-го элемента не попадает в 
i-й, то соответствующее слагаемое в урав-
нении принимает нулевое значение; F – 

блочная матрица-столбец размера n1 

блоков-столбцов или mn1 элементов, 
описывающая фракционные составы про-
дуктов на входе во все n элементов схемы; 
F0 – блочная матрица такого же размера, 
описывающая фракционные составы 
внешних продуктов, подаваемых в систему. 

Для описания процесса ректификации 
в ступени используется вероятностная 
оценка [16, 17] попадания фракции в ди-
стиллят. В качестве основной характери-
стики разделения в ступени применяется 
кривая разделения ректификации (), 
значение которой показывает вероятность 
перехода в дистиллят фракции с темпера-
турой кипения . Для аппроксимации кри-
вой () предлагается зависимость [18] 

 0

1
( ) ,

1 Sk
  

  
 (5) 

где 
0  – граничное или медианное значе-

ние температуры, при которой вероятность 
фракции перейти в дистиллят равна 0,5; 
ks – параметр эффективности или острота 
разделения, которая характеризует каче-
ство процесса.  

Матрица С вычисляется через кривую 
разделения (5) согласно выражению 

1

j

m

( ) ... 0

... ( ) ...  .

0 ... ( )

  
 

   
   

C    (6) 

С учетом (4), (6) решение системы (3) 
может быть представлено в виде  

1
0 , F K F   (7) 

где K–1 – матрица, обратная K. 
Выражение (7) позволяет рассчитать 

фракционные составы и производительно-
сти продуктов в произвольной точке систе-
мы, а при заданной стоимости готовых 
продуктов определить значение целевой 
функции оптимизации согласно (2). 

Вид матриц К для двух анализируе-
мых систем представлен на рис. 1 под со-
ответствующими расчетными схемами. 
Сама матрица K может быть построена со-
гласно универсальному алгоритму для всех 
возможных вариантов схем, содержащих 
ступени ректификации, узлы питания и вы-
вода готового продукта [6]. 

Вектор x2 режимных параметров оп-
тимизации предлагается в рамках рас-
сматриваемой матричной модели предста-
вить распределением температур 

0  по 

ступеням: 

 01 02 0 .n    2x   (8) 

Уравнения (2)–(8) представляют ма-
тематическую формулировку оптимизаци-
онной задачи систем многоступенчатых 
теплообменных аппаратов, один из тепло-
носителей в которых представлен много-
компонентной смесью. 

Результаты. Алгоритм и результаты 
решения сформулированной задачи рас-
сматриваются более подробно для систе-
мы, состоящей из двух ректификационных 
колонок (рис. 1,в). Число ступеней в рас-
четном примере равно шести (n = 6), число 
контролируемых фракций – семнадцати 
(m = 17). В ходе решения задачи для вы-
бранной структуры (x1 = const) необходимо 
определить вектор режимных параметров 
(x2 = x2

*), которому соответствует макси-
мальное значение целевой функции (2). В 
качестве искомых режимных параметров 
рассматривается распределение темпера-
тур (8) по шести ступеням. Эффективность 
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разделения для каждой ступени системы 
принимается одинаковой: ksi = 30. 

Сформулированная оптимизационная 
задача (2) решается численно методом 
Монте-Карло (ММК) [12–14, 19] согласно 
следующему алгоритму.  

1. Случайным образом генерируется
вектор искомых решений, каждое значение 
которого выбирается в заданном диапа-
зоне технологических ограничений. 

2. Согласно (7) рассчитываются
фракционные составы, доли и производи-
тельности по готовым продуктам. Прово-
дится проверка выполнения технологиче-
ских требований по готовым продуктам. 
Если ограничения не выполняются, то сге-
нерированный вариант бракуется и в даль-
нейшем анализе не участвует. 

3. Согласно (2) определяется значе-
ние целевой функции оптимизации, кото-
рое сравнивается с максимальным значе-
нием. При расчете целевой функции счи-
тается, что ценность первого, второго и 
третьего продуктов в условных единицах 
составляет: с1 = 3; с2 = 2; с3 = 1. 

4. Если текущее значение целевой
функции оказывается больше максимально-
го, то максимальное значение обновляется. 

5. Пункты 1, 2, 3, 4 выполняются за-
данное число раз или до достижения за-
данного значения целевой функции. 

Для численного решения оптимиза-
ционной задачи (2)–(8) по предложенному 
алгоритму разработана компьютерная про-
грамма для его реализации в среде 
MATLAB. Результаты расчетного анализа 
приведены на рис. 2, 3. 

Рис. 2. Зависимость максимального значения 
целевой функции оптимизации от числа гене-
раций вектора решения N 

На стадии предварительных исследо-
ваний проверялась сходимость метода к 
оптимальному решению. На рис. 2 показа-
на зависимость максимального значения 
целевой функции от числа генераций N, 
которое варьировалось в ходе численных 

экспериментов от 102 до 2106. Анализ за-
висимости показывает, что при числе гене-
раций порядка 106 значение целевой функ-
ции стабилизируется. 

Найденное оптимальное решение 
представлено на рис. 3 в виде фракционных 
составов трех целевых продуктов, которым 
соответствует максимальное значение целе-
вой функции Wmax = 2,7091. Производитель-
ности по готовым продуктам в долях от про-
изводительности исходного питания соста-
вили: B1 = 0,7101; B2 = 0,2829; B3 = 0,007. При 
этом вектор оптимального распределения 
температур по ступеням имеет вид x2* = 
= [214,24 188,80 51,60 323,97 229,76 149,66], оС. 

Рис. 3. Результаты решения оптимизационной 
задачи в виде фракционного состава питания 
(1) и фракционных составов дистиллята первой 
колонки (2), дистиллята второй колонки (3) и 
кубового остатка второй колонки (4) 

Анализ зависимостей (рис. 3) показы-
вает, что полученные результаты досто-
верно описывают процесс ректификации 
для многоступенчатой установки. Первый 
готовый продукт (В1) по фракционному со-
ставу (кривая 2) соответствует бензиновой 
фракции, которая выкипает в пределах 
40–150 оС, используется как компонент то-
варного автомобильного бензина. Второй 
продукт (В2) – керосиновая фракция (кри-
вая 3), которая выкипает в пределах 
140–220 оС, используется как топливо для 
реактивных и тракторных карбюраторных 
двигателей. Третий продукт (В3) близок по 
своим характеристикам к дизельной фрак-
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ции (кривая 4) (легкий или атмосферный 
газойль, соляровый дистиллят), которая 
выкипает в пределах 180–220 оС, исполь-
зуется как топливо.  

В качестве ограничений предложен-
ного подхода следует отметить необходи-
мость проведения дополнительных иссле-
дований, направленных на практическую 
реализацию оптимальных решений и на 
предварительное определение кривых 
разделения для отдельных тарелок или 
некоторой их совокупности. 

Выводы. В рамках проведенных ис-
следований сформулирована задача опти-
мизации процессов тепломассообмена в 
системе многоступенчатых теплообменных 
аппаратов, один из теплоносителей в кото-
рой представлен многокомпонентной сме-
сью; получено ее решение для системы из 
двух ректификационных колонок, проведен 
анализ полученных результатов. Пред-
ставленный подход позволяет исследовать 
и оптимизировать многопоточные много-
ступенчатые установки, варьируя число 
ступеней, распределение значений темпе-
ратур по ступеням. Полученные результа-
ты могут быть использованы в энергетиче-
ской [7, 20], химической и пищевой [3, 4, 21] 
отраслях промышленности для повышения 
эффективности ресурсо- и энергосберега-
ющих технологий и получения товарных 
продуктов с допустимым содержанием 
примесей.  
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