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Авторское резюме 

 
Состояние вопроса. Простые гидравлические сети с центробежным насосом не только являются 
частью сложных сетей, но и широко применяются в автономных системах водоснабжения и канали-
зации. Математическая модель простых сетей с учетом переменного уровня жидкости в резервуарах 
включает известное уравнение Бернулли для нестационарных течений. Опубликованные по данной 
проблеме работы не учитывают нестационарный характер течения из-за переменного уровня жидко-
сти. Условия использования квазистационарной модели не обсуждаются. Не найдены критерии подо-
бия задачи. В связи с этим целью исследования является анализ нестационарной математической 
модели объекта, включая определение критериев подобия задачи и их влияния на решение. 
Материалы и методы. В качестве математической модели простой гидравлической сети использо-
ваны известные уравнения: баланса количества жидкости и Бернулли для нестационарных течений с 
плавно изменяющимися характеристиками. Напорная характеристика центробежного насоса аппрок-
симирована хорошо зарекомендовавшей себя в предыдущих исследованиях зависимостью в виде 
квадратного трехчлена. Система дифференциальных уравнений приведена к безразмерной форме. 
Для решения поставленной задачи использованы аналитические и численные методы. 
Результаты. Проведен анализ математической модели перекачивания жидкости центробежным 
насосом в простой гидравлической сети с учетом переменного уровня жидкости. С использованием 
безразмерной формы системы уравнений определены три критерия подобия задачи, в том числе 
аналог числа Струхала Str. В квазистационарной постановке (Str = 0) найдено аналитическое реше-
ние задачи Коши. Решение задачи в полной постановке получено численным методом. Приведены 
результаты исследования влияния критериев подобия на решение. Установлено, что с увеличением 
значений Str падает безразмерный расход жидкости, при этом увеличивается предельный объем 
жидкости и время его достижения; увеличение значений двух других критериев приводит к росту и 
расхода, и предельного объема жидкости, следовательно, пользоваться аналитическим решением в 
квазистационарной постановке можно лишь при Str < 0,1. 
Выводы. Полученные результаты могут быть использованы при проектировании автономных систем 
водоснабжения и канализации. Перспективным представляется продолжение исследований для не-
автомодельной области гидравлического сопротивления, а также при переменной вязкости жидкости. 
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Analysis of the non-stationary mathematical model  
of a simple hydraulic network with a centrifugal pump  

 

Abstract 
 

Background. Simple hydraulic networks with a centrifugal pump are not only part of complex networks, but 
are also widely used in Autonomous water supply and Sewerage systems. The mathematical model of sim-
ple networks taking into account the variable level of liquid in reservoirs includes the well-known Bernoulli 
equation for non-stationary flows. Published works on this problem do not take into account the non-
stationary nature of the flow due to the variable liquid level. The conditions for using the quasi-stationary 
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model are not discussed. Similarity criteria for the issue were not found. The purpose of the study is to ana-
lyze the non-stationary mathematical model of the object, including the definition of criteria for similarity of 
the problem and their impact on the solution. 
Materials and methods. The well-known equations of fluid quantity balance and Bernoulli for non-stationary 
flows with smoothly changing characteristics were used as a mathematical model of a simple hydraulic net-
work. The pressure characteristic of a centrifugal pump is approximated by a well-established dependence in 
the form of a square three-member. The system of differential equations was reduced to a dimensionless 
form. Analytical and numerical methods were used to solve the problem. 
Results. The analysis of the mathematical model of pumping liquid by a centrifugal pump in a hydraulic net-
work with a variable level was carried out. The dimensionless form of the system of equations allowed us to 
determine three similarity criteria for the problem, including the analog of the Struhal number Str. The analyt-
ical solution to the Cauchy problem is found in the quasi-stationary formulation (Str = 0). The solution of the 
problem in the full statement is obtained by the numerical method. The results of the study of the influence of 
similarity criteria on the solution are presented. The dimensionless flow rate of the liquid decreases with in-
creasing Str values. In this case, the maximum volume of liquid and the time to reach it increases. Increasing 
the values of the other two criteria leads to an increase in both the flow rate and the maximum volume of the 
liquid. The analytical solution in the quasi-rational formulation can be used only for Str < 0,1. 
Conclusions. The results obtained can be used in the design of Autonomous Water supply and Sewerage 
systems. Further research for the non-self-similar area of hydraulic resistance and for variable fluid viscosity 
is promising. 

 
Key words: simple hydraulic network, centrifugal pump, variable liquid level, non-stationary flow, mathemat-
ical model, Cauchy problem, similarity criteria 
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Состояние вопроса. Гидравлические 
сети широко применяются в различных от-
раслях. Их математическое моделирование 
в целях повешения эффективности ис-
пользования является одним из приори-
тетных направлений исследований [1–4]. 
Важное направление – моделирование не-
стационарных процессов в гидравлических 
сетях. Как известно, нестационарные про-
цессы в гидравлических сетях разделяют 
на быстро протекающие (в частности, гид-
равлический удар) и медленно протекаю-
щие. В последнем случае характеристики 
течения (скорости, давление) меняются 
плавно по времени. Такие задачи распро-
странены в инженерных приложениях, ре-
шаются с помощью нестационарного урав-
нения Бернулли, Причем большая часть 
публикаций относится к моделированию 
больших и сложных гидравлических систем 
(например, [5–8]).  

Значительно меньше публикаций по-
священо анализу нестационарной работы 
простой гидравлической сети с центробеж-
ным насосом (ПГСЦН), показанной на рис. 1. 
Хотя такая схема не только является со-
ставляющей сложных сетей, но и непо-
средственно применяется, например, в ав-
тономных системах водоснабжения.  

В [9] сформулирована система урав-
нений, описывающая нестационарный про-
цесс перекачивания жидкости в ПГСЦН с 

предварительно наполненным трубопрово-
дом. Однако при решении задачи измене-
ние статического напора H(t) не учитывает-
ся. Исследуется нестационарный процесс, 
обусловленный только вариацией частоты 
вращения рабочего колеса ЦН. 

 
 
Рис. 1. Схема гидравлической сети: 1 – исход-
ная емкость; 2 – приемная емкость; 3 – всасы-
вающий трубопровод; 4 – нагнетательный тру-
бопровод; 5 – ЦН; 6 – вентиль 

 
В [10] изначально задача решается в 

квазистационарной постановке: в уравне-
нии Бернулли не учитывается слагаемое, 
обусловленное нестационарным характе-
ром течения. Погрешность такого упроще-
ния модели не обсуждается. В [10] допу-
щена ошибка: в отличие от схемы рис. 1, 
рассчитывается схема, в которой нагнета-
тельный трубопровод 4 имеет выход в при-
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емный резервуар выше уровня жидкости; 
статический напор считается не до указан-
ного выхода, а до верхнего уровня жидко-
сти, как на схеме рис. 1. Кроме того, при 
такой схеме необходимо учитывать ско-
ростной напор на выходе нагнетательного 
трубопровода. 

Целью настоящего исследования яв-
ляется анализ нестационарной математи-
ческой модели ПГСЦН при переменном 
уровне жидкости в резервуарах, включая 
определение критериев подобия задачи и 
их влияния на ее решение. 

Материалы и методы. Рассмотрим 
ПГСЦН, показанную на рис. 1. Полагаем, 
что условия отсутствия кавитации выпол-
нены. Режим течения жидкости – турбу-
лентный, область гидравлического сопро-
тивления – квадратичная. Давление на по-
верхности жидкости обоих резервуаров – 
атмосферное.  

Дифференциальное уравнение для 
объема перекачиваемой жидкости V с 
начальным условием имеет вид 

dV
Q

d t
 , (0) 0V  , 0Q W S ,  (1) 

где Q, W – объемный расход и скорость 
жидкости в трубопроводе соответственно; 
t – время; S0 – площадь поперечного сече-
ния трубопровода.  

Положим, что на всем протяжении по-
тока движение жидкости является плавно 
изменяющимся, тогда нестационарное 
уравнение Бернулли также представляет 
собой дифференциальное уравнение пер-
вого порядка [11]: 

2

2
p

L dW W
H H

g d t g
    ,  (0) 0W  ,  (2) 

где L – общая длина трубопровода; g – 
ускорение свободного падения; Hp – мгно-
венное значение напора насоса; H – теку-

щая разность уровней;  – коэффициент 
гидравлического сопротивления сети. 

Для зависимости напора насоса от 
подачи используем хорошо зарекомендо-
вавшее себя выражение: 

2
0 1 2( )pH f Q a a Q a Q    ,  (3) 

где a0, a1, a2 – размерные эмпирические 
коэффициенты, определяемые для задан-
ной модели ЦН по напорной характеристи-
ке, причем a0 > 0, a2 < 0 [4, 12]. 

Как в [11], полагаем, что гидравличе-
ское сопротивление сети при нестационар-
ном течении можно приближенно считать 
таким же, как и при стационарном. Коэф-
фициент гидравлического сопротивления 
сети в квадратичной области считается по-
стоянным и может быть определен по из-
вестной формуле 

0,25

0,11 Mi
i

L

d d

 
    

 
 ,  (4) 

где d – диаметр трубопровода;  – эквива-

лентная шероховатость; Mi – коэффициен-
ты потерь в местных гидравлических со-
противлениях. 

Далее, чтобы не загромождать изло-
жение, полагаем площадь сечения 1-й и 
2-й емкости постоянной: S1 = const, 
S2 = const. Текущий перепад уровней зави-
сит от объема перекачанной жидкости: 

0( )
z

V
H t H

S
  ,  1 2

1 2

z

S S
S

S S



,  (5) 

где H0 – перепад уровней (статический 
напор) в начальный момент времени. 

Подставляя (3) и (5) в (2), получим 
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 (6) 

Если диаметры всасывающего и 
нагнетательного трубопровода не равны 
(d1 ≠ d2), то в качестве S0 можно выбрать 
площадь поперечного сечения нагнета-
тельного трубопровода, а отношения d1/d2 
и L1/L2 учесть при расчете коэффициентов, 

в частности . 
Чтобы привести систему дифферен-

циальных уравнений к безразмерной фор-
ме, в качестве характерного значения вы-
берем установившийся расход жидкости 
при неизменных начальных условиях. Для 
этого правую часть (6) приравняем к нулю, 
положив V = 0. Найдем положительное ре-
шение квадратного уравнения 

 2
3 1 0 0 0a Q aQ a H    ; 3 2a b a  ,  (7) 

  2
1 1 0 0 2

0

3

4

2

a a a H b a
Q

a

    



.  (8) 
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В [3] используется аппроксимация, 
подобная (3), но с коэффициентом a1, рав-
ным нулю. Тогда формула (8) упростится: 

0 0
0

3

a H
Q

a


 .     (9) 

Введем безразмерные переменные: 

0

Q
q

Q
 , 

0 3z

t

Q S a
  , 

2
0 3z

V
v

Q S a
 .  (10) 

Подставив размерные переменные, 
выраженные из (10), в (1), (2), запишем по-
становку задачи Коши в безразмерной 
форме: 

22
d q

Str q q v
d

     


,  (0) 0q  ,  (11) 

d v
q

d



,  (0) 0v  ,  1

0 3

0,5 a

Q a


  ,  (12)

2 2
0 0 3

Str
z

L

Q S S a g
 , 0

2
0 3

oa H

Q a


  .   (13) 

Видно, что задача имеет три критерия 

подобия: , , Str. Str представляет собой 
аналог числа Струхала.  

Результаты. Если число Струхала 
мало, (11) превращается в квадратное 
уравнение: 

22 0q q v     .                    (14) 

Находим из (14) положительное q 

2( )q v v      (15) 

и подставляем в (12). Получаем задачу 
Коши: 

2d v
v

d
      


,  (0) 0v  ,  (16) 

которая имеет аналитическое решение: 

2
2 2

2
ln .

2

v
v

      
           

    

 (17) 

При  = 0 решение (16) представляет 
собой явные зависимости от времени: 

2( ) 0,25v        ,  ( ) 0,5q      ,    (18) 

которые показаны на рис. 3–5 штриховыми 
линиями. 

На рис. 2, 3 показана связь безраз-
мерных величин времени и объема пере-

качанной жидкости v при различных значе-

ниях критериев подобия  и . 
В соответствии с (17), величина пере-

качиваемого объема жидкости ограничена: 

2
pv v     .   (19) 

Неравенство (19) обусловлено задан-
ной конечной величиной напора ЦН. Но оно 
справедливо только при Str→0. По (19), 
предельный объем vp, который может пе-
рекачать насосная установка при заданных 

условиях, растет с увеличением как , так и 

. Это видно и на рис. 2, 3.

Рис. 2. Связь безразмерного объема и времени 

по (17) при  = 0,2: 1 –  = 0,2; 2 –  = 0,5; 

3 –  = 1,0; 4 –  = 1,5 

Рис. 3. Связь безразмерного объема и времени 

по (17) при  =1,0: 1 –  = 0; 2 –  = 0,2; 3 – 

 = 0,4; 4 –  = 0,6 

Результаты решения численным ме-
тодом нестационарной задачи (11)–(13) при 
различных значениях критериев подобия 
представлены на рис. 4–9. 
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Рис. 4. Изменение безразмерного расхода при 

 = 0;  = 1 и различных значениях числа Стру-
хала: 1 – Str = 0; 2 – Str = 0,1; 3 – Str = 0,5; 4 – 
Str = 1,0 

 

 
 
Рис. 5. Изменение безразмерного объема 
(условия и обозначения, как на рис. 4) 

 
Анализ полученных зависимостей 

(рис. 4, 5) показывает, что чем больше зна-
чение Str, тем значительнее отличие ре-
шения задачи в полной постановке от ква-
зистационарного решения, найденного 
аналитически (штриховые линии). Это от-
личие становится несущественным лишь 
при Str < 0,1. Возрастание значений Str 
влечет снижение безразмерного расхода, 
но при этом увеличивается как объем жид-
кости, который может быть перекачан 
насосной установкой, так и время его до-
стижения. 

Анализ зависимостей (рис. 6–9) по-

казывает, что увеличение  и  приводит к 
росту расхода и предельного объема пе-
рекачиваемой жидкости vp. Время дости-
жения vp заметно увеличивается с ростом 

значений Str. Величины  и  в меньшей 

степени влияют на изменение указанного 
времени. 

 

 
 
Рис. 6. Изменение безразмерного расхода при 

Str = 0,8;  = 1 и различных значениях : 1 –  

 = 0; 2 –  = 0,1; 3 –  = 0,2; 4 –  = 0,3 

 

 

Рис. 7. Изменение безразмерного объема 
(условия и обозначения, как на рис. 6) 

 

 
 
Рис. 8. Изменение безразмерного расхода при 

Str = 0,8;  = 0,2 и различных значениях : 1 –  

 = 0,3; 2 –  = 0,6; 3 –  = 0,8; 4 –  = 1,2 
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Рис. 9. Изменение безразмерного объема 
(условия и обозначения, как на рис. 8) 

 

Выводы. Проведенный анализ 
математической модели перекачивания 
жидкости центробежным насосом в простой 
гидравлической сети с учетом переменного 
уровня позволил сделать следующие 
выводы. Нестационарная задача Коши 
имеет три критерия подобия. С 
увеличением числа Струхала Str падает 
безразмерный расход жидкости, при этом 
увеличиваются предельный объем 
жидкости, который может быть перекачан 
насосной установкой, и время его 
достижения. Увеличение значений двух 
других критериев приводит к росту и 
расхода, и предельного объема жидкости.  

В квазистационарной постановке  
(Str = 0) задача имеет аналитическое ре-
шение. Но пользоваться таким упрощением 
модели можно лишь при Str < 0,1. 

Заметим, что рассмотренная модель 
справедлива, если в момент начала рабо-
ты насоса трубопровод наполнен непо-
движной жидкостью. Иначе модель значи-
тельно усложнится. 

Перспективным представляется про-
должение исследований для неавтомо-
дельной области гидравлического сопро-
тивления и для переменной вязкости жид-
кости. 
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