
 «Вестник ИГЭУ».    2021.    Вып. 4  

 

 

65 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

УДК 66.096.51
  

 
Андрей Васильевич Митрофанов  

ФГБОУВО «Ивановский государственный энергетический университет имени В.И. Ленина», доктор технических 
наук, профессор кафедры прикладной математики, Россия, Иваново, телефон (4932) 26-97-45; ФГБОУВО «Ива-
новский государственный химико-технологический университет», научный сотрудник кафедры высшей и при-
кладной математики, Россия, Иваново, телефон (4932) 32-72-26, e-mail: and2mit@mail.ru 
 
Ольга Владимировна Сизова 

ФГБОУВО «Ивановский государственный химико-технологический университет», кандидат технических наук, до-
цент кафедры информационных технологий и цифровой экономики, Россия, Иваново, e-mail: siz-olga@yandex.ru 
 
Наталия Сергеевна Шпейнова  

ФГБОУВО «Ивановский государственный энергетический университет имени В.И. Ленина», аспирант кафедры 
прикладной математики, Россия, Иваново, телефон (4932) 26-97-45, e-mail: shpejnova@mail.ru 
 
Артем Александрович Жемчугов 
ФГБОУВО «Ивановский государственный энергетический университет имени В.И. Ленина», студент кафедры 
прикладной математики, Россия, Иваново, телефон (4932) 26-97-45; e-mail: gemhugovartem747@mail.ru 

 
Софья Максимовна Михайлова 

ФГБОУВО «Ивановский государственный энергетический университет имени В.И. Ленина», студент кафедры 
прикладной математики, Россия, Иваново, телефон (4932) 26-97-45, e-mail: sofya.mikhaylova.1998@mail.ru 

 

Исследование устойчивости разностной схемы  
метода счетных цепей Маркова для моделирования псевдоожижения  

 
Авторское резюме 

 
Состояние вопроса. Во многих процессах энерготехнологии применяются аппараты с псевдоожи-
женным слоем сыпучего материала. Псевдоожиженный слой является неоднородной  гетерогенной 
системой, поэтому для его адекватного описания необходимы математические модели, предполага-
ющие его пространственную дискретизацию. Одним из эффективных инструментов для математиче-
ского описания структуры псевдоожиженного слоя является теория цепей Маркова. Вопросам ее 
применения к построению математических моделей различных технологических процессов в псевдо-
ожиженном слое посвящено достаточно большое количество исследовательских работ. В то же вре-
мя вопросам анализа устойчивости предложенных алгоритмов уделено значительно меньше внима-
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ния. Последнее делает актуальной задачу анализа вычислительной устойчивости моделей формиро-
вания псевдоожиженного слоя, основанных на математическом аппарате теории цепей Маркова. 
Материалы и методы. В качестве математической основы моделирования стесненного движения 
материала в псевдоожиженном слое используется теория цепей Маркова. Параметрическая иденти-
фикация модели выполнена с привлечением известных из литературы зависимостей, и переходные 
матрицы поставлены в соответствие с физическими параметрами массопотоков, что делает предла-
гаемую модель нелинейной. Сформулирован смешанный критерий устойчивости алгоритма, отража-
ющий влияние пространственно-временных параметров дискретизации задачи на стабильность вы-
числительных процедур. Выполнено исследование устойчивости разностной схемы расчета процесса 
формирования псевдоожиженного слоя монодисперсного сыпучего материала.  
Результаты. Рассмотрены вопросы влияния частоты временной дискретизации на устойчивость по-
лучаемого решения. Оценен вклад различных параметров модели в формировании ситуации потери 
вычислительной устойчивости. Показано, что частоты временной и пространственной дискретизации 
должны выбираться в результате смешанного критерия устойчивости. 
Выводы. Результаты исследования подтверждают, что методология теории цепей Маркова является 
приемлемым инструментом для описания структуры таких систем частиц, как псевдоожиженный слой. 
Установлено, что наиболее значимый вклад в процесс потери вычислительной устойчивости вносит 
макродиффузионный параметр движения частиц. Последнее, с одной стороны, делает актуальными 
дальнейшие сравнительные исследования существующих моделей макродиффузии, а с другой сто-
роны, делает возможным использование моделей на основе теории цепей Маркова с учетом предло-
женного критерия устойчивости. 

Ключевые слова: вычислительная устойчивость, теория цепей Маркова, псевдоожиженный слой, 
вектор состояния, переходная матрица, скорость витания частицы, твердое топливо 
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A study of stability of difference scheme  
of Markov counting chain method for fluidization modeling 

Abstract 

Background. Devices with a fluidized bed of granular material are applied in many energy power technology 
processes. The fluidized bed is a heterogeneous system, so mathematical models assuming its spatial dis-
cretization are necessary for its proper description. Markov chain theory is one of the most effective tools for 
the mathematical description of the fluidized bed structure. Many research papers are devoted to the issues 
of the theory application when developing mathematical models of various technological processes in the 
fluidized bed. At the same time, much less attention is paid to the issue of stability analysis of the proposed 
algorithms. Thus, it is a highly topical issue to analyze the computational stability of models of fluidized bed 
based on the mathematical principles of the Markov chain theory. 
Materials and methods.  The Markov chain approach is used as a mathematical basis for modeling of the 
flow patterns in a fluidized bed. The parametric identification of the model is performed using the dependen-
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cies known from the scientific papers, and the transition matrices are aligned with the physical parameters of 
the mass flows, which makes the proposed model nonlinear. The mixed criterion of the stability algorithm is 
formulated. It shows the influence of the spatiotemporal parameters of the problem sampling on the stability 
of computational procedures. The stability of the difference scheme to calculate formation of a fluidized bed 
of a monodisperse granular material is studied. 
Results. The influence of the time sampling frequency on the stability of the resulting solution is consid-
ered.  The effect of various parameters of the model on the loss of computational stability is estimated. It is 
proved that the time and spatial sampling frequencies should be chosen as a result of a mixed stability 
criterion. 
Conclusions. The study proves that the methodology of the Markov chain theory is an acceptable tool to 
describe the structure of such particle systems as a fluidized bed. It is established that macro-diffusion pa-
rameter of particle motion is the most influential in the process of computational stability loss. Thus, on the 
one hand, it is relevant to conduct further comparative studies of existing models of macrodiffusion, and on 
the other hand, it is possible to use models based on the theory of Markov chains considering the proposed 
stability criterion. 
 
Key words: computational stability, Markov chain theory, fluidized bed, state vector, transition matrix, parti-
cle settling velocity, solid fuel 
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Введение. Проблема анализа струк-
туры материальных объектов, которые в 
современном эксперименте и при модели-
ровании рассматриваются как совокупность 
простейших представительных объемов, 
представляет собой одну из наиболее 
трудных проблем при построении моделей 
различных объектов [1–3]. 

 Так, параметры полей скоростей и 
концентраций фаз кипящего слоя могут 
быть описаны с использованием различных 
теоретических подходов, предполагающих 
различную степень декомпозиции системы.  

Часто описываемый объект пред-
ставляется как единое целое с идеально 
распределенными свойствами по всему 
объему. Для гетерогенных сред, как прави-
ло являющихся пространственно неодно-
родными, такое допущение является гру-
бым, что на практике частично компенси-
руется введением различных эмпирических 
и полуэмпирических поправочных коэффи-
циентов. В результате получаемые прогно-
зы пригодны для описания конкретного 
конструктивного или режимного исполне-
ния объекта, но не могут быть обобщены 
на класс даже однотипных объектов или 
процессов [1–3].  

Другая крайняя позиция при описании 
гетерогенной среды подразумевает его рас-
смотрение как набора всех индивидуальных 
частиц, участвующих в процессе (например, 
метод дискретных элементов в сочетании с 
методами вычислительной гидродинамики 
[4]). Использование такого подхода позво-
ляет получать высокую информативность, 

но при этом требует исчерпывающих сведе-
ний относительно материальных констант 
процесса или объекта. Последнее требова-
ние в инженерной практике практически не-
достижимо [2–4]. 

Таким образом, для механики гетеро-
генных сред достаточно острой является 
проблема выбора размера представи-
тельного объема описываемой системы. 
Логичным решением является построение 
моделей на основе промежуточного (ме-
зоскопического) масштаба декомпозиции 
системы, который обеспечит приемлемое 
с практической и теоретической точек зре-
ния сочетание затрат и информативности 
при моделировании [1–3]. Однако при пе-
реходе к численному моделированию ука-
занная проблема дополняется таким  не-
обходимым с практической точки зрения 
свойством численных алгоритмов, как вы-
числительная устойчивость, точное опре-
деление которой зависит от контекста, 
определяемого видом задачи и методоло-
гией ее решения. Так, в численных мето-
дах линейной алгебры концепция устойчи-
вости обычно разрабатывается с точки 
зрения анализа прямых ошибок, опреде-
ляемых разницей между численным про-
гнозом и известным решением, и обрат-
ных ошибок, которые определяются как 
наименьшее отклонение аргумента, при-
водящее к расчетному прогнозу, совпада-
ющему с известным значением. Соответ-
ственно, предлагаемые алгоритмы харак-
теризуются наличием или отсутствием 
устойчивости в прямом направлении, об-
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ратном направлении или некоторого па-
раметра смешанной устойчивости [5–6]. В 
то же время при численном решении 
обыкновенных дифференциальных урав-
нений вводятся и существенно иные поня-
тия численной устойчивости [5–6]. 

Использование математического аппа-
рата теории счетных цепей Маркова с дис-
кретным временем нашло широкое примене-
ние при решении различных прикладных за-
дач [7–14], однако вопросы вычислительной 
устойчивости предлагаемых алгоритмов 

практически не затрагиваются. В связи с 
этим представляется актуальным анализ 
сценарных вариантов потери устойчивости 
при моделировании технических систем 
даже на качественном уровне. 

Материалы и методы. Разработка 
концепции устойчивости, как было отмече-
но, не может быть выполнена в отрыве от 
конкретной задачи и ее особенностей. Ни-
же вопросы устойчивости рассматриваются 
применительно к модели процесса перехо-
да системы, составленной из монодис-
персного сыпучего материала, из плотного 
состояния в псевдоожиженное. Расчетная 
схема процесса заимствована из работ 
[8–11] и представлена на рис. 1.   

Рис. 1. Модельное представление процесса 
псевдоожижения в аппарате периодического 
принципа действия 

Рабочее пространство аппарата 
(рис. 1) представляется набором из не-
скольких цепей, состоящих из счетного 
числа n ячеек, между которыми вводятся 
вероятностные переходы соответствующих 
экстенсивных свойств. Каждая ячейка оха-

рактеризована конечным размером х. Со-
стояние системы характеризуется набора-
ми параметров, организованных в векторы 
состояния S. Эволюция состояния системы 
фиксируется в дискретные моменты вре-

мени tk = (k – 1) t, где t – промежуток 
времени между соседними состояниями 
системы (шаг по времени); k – номер вре-
менного шага. 

Вероятности всех возможных пере-
мещений компонентов системы вдоль цепи 
ячеек организуются в стохастический век-
тор, который, таким образом, содержит ве-
роятности для полной группы событий. 
Стохастический вектор, содержащий веро-
ятности, относящиеся к i-й ячейке цепи, за-
писывается в i-й столбец переходной мат-
рицы, которая, таким образом, содержит 
вероятности всех событий, определяющих 
состояние системы через промежуток вре-

мени t, и является основным оператором 
модели [8–11]. 

С учетом этого продольное переме-
щение твердой и несущей фаз описывается 
рекуррентными матричными равенствами 
[10–11]: 

Sp
k+1 = Pp

k Sp
k;  (1) 

Sg
k+1 = Pg

k Sg
k + Sgf,  (2) 

где Sp и Sg – векторы-столбцы содержания 
частиц и ожижающей среды; Pp

k и Pg
k – пе-

реходные матрицы для частиц и ожижаю-
щей среды; Sgf – вектор поступления ожи-
жающей среды (при подаче агента  снизу 
под газораспределительную решетку он 
имеет единственный ненулевой элемент в 
первой ячейке, равный объему ожижающей 
среды, поступающему в нее за один вре-
менной переход). 

В модели [10–11] для описания дви-
жения ожижающей фазы предусматрива-
ются только вероятности продвижения 
вперед (принято допущение об идеальном 
вытеснении), поэтому переходная матрица 
формируется традиционным для подоб-
ных моделей [9–11] образом и здесь не 
описывается. 

Концепция описания движения частиц 
твердой фазы в модели основана на рас-
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смотрении вероятностных характеристик 
процесса, и, в конечном счете, должны 
быть оценены доли частиц, которые за 

время наблюдения t покидают или не по-
кидают ячейку. В рассмотрение введены 
вероятности (расчетные построения иллю-
стрирует рис. 1) переходов в соседнюю 
ячейку вниз (рd), вверх (рu) и остаться в 
наблюдаемой ячейке (рs). 

Для i-й ячейки указанные вероятности 

перемещений, составляющие переходную 

матрицу, связаны с характеристиками про-

цесса следующими зависимостями [9–11]: 

рsi = 1 – pui – pdi;  (3)  

pdi = di  при (wi – Vsi) > 0;  (4) 

рdi = vi + di  при (wi – Vsi) < 0;  (5) 

рui = vi + di  при (wi – Vsi) > 0;  (6)

рui = di  при (wi – Vsi) < 0,  (7) 

где d – симметричная составляющая веро-

ятности переноса из ячейки (диффузион-

ная вероятность), вводимая для учета вли-

яния случайных факторов, обусловленных 

столкновениями частиц, и связанная с ко-

эффициентом макродиффузии D через со-

отношение [9–11] 

d = D∆t/∆x2;   (8) 

v – несимметричная составляющая веро-

ятности переноса частиц из ячейки (кон-

вективная вероятность), связанная с па-

раметрами процесса соотношением 

v = |wi – Vsi|·∆t/∆x,   (9) 

где Vs – скорость витания одиночной ча-

стицы, которая равна скорости ожижающе-

го агента, при которой одиночная частица 

пребывает в состоянии равновесия. 

Очевидно, соотношения (3)–(9) содер-

жат материальные константы процесса 

движения фаз. С одной стороны, эти ко-

эффициенты определяют прогностическую 

эффективность модели, с другой – их ис-

пользование ставит в соответствие значе-

ниям элементов переходных матриц веще-

ственные параметры процесса, которые в 

общем случае могут изменяться во време-

ни, что делает предлагаемые модели не-

линейными.  

Указанная нелинейность оказывает 
влияние на результаты рекуррентных вы-
числительных процедур (1)–(2), и, соот-
ветственно, оценка устойчивости должна 
выполняться после параметрической 
идентификации модели. Идентификация 
параметров для подобных моделей явля-
ется сложной и неоднозначной процеду-
рой, так как для оценки одного и того же 
параметра могут использоваться различ-
ные эмпирические и полуэмпирические 
зависимости.  

В предлагаемом исследовании ис-
пользуется традиционный (конвективно-
диффузионный) подход к формированию 
структуры переходной матрицы Pp. Матри-
ца Pp является трехдиагональной, а каж-
дый ее столбец содержит полный набор 
вероятностей перехода частиц из соответ-
ствующей ячейки [8–12]. Параметрическая 
идентификация предполагает постановку 
значений указанных вероятностей  в соот-
ветствие физическим характеристикам 
псевдоожижения. 

Конвективные вероятности связаны со 
скоростью скольжения частицы относитель-
но потока (wi – Vsi). Таким образом, скорость 
витания Vs является одной из основных ма-
териальных констант, подлежащей иден-
тификации. 

В свою очередь, скорость Vs связана 
с весом P частицы соотношением [9–11] 

2

2
si

d p g

V
P C f  ,  (10) 

где Cd – коэффициент сопротивления ча-
стицы; fp – площадь наибольшего попереч-
ного сечения частицы, перпендикулярного 

вектору скорости; g – плотность воздуха. 
Коэффициент сопротивления одиночной 

частицы зависит от режима движения несу-
щей среды, т. е. в конечном счете является 
функцией скорости движения воздуха в 
ячейке wi, значение которой вычисляется с 
учетом решения задачи о стесненном обте-
кании частицы. В настоящем исследовании 
приняты те же допущения, что и в [11]. Та-
ким образом, локальная скорость воздуха 
определяется по соотношению 

0
2/3

max

1
8

W
w

С
C


 

   

,  (11) 

где С и Сmax – текущее и начальное значе-
ния объемной концентрация частиц в ячей-
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ке (индекс не приводится). При этом коэф-
фициент сопротивления частиц рассчиты-
вается по эмпирическому соотношению [15] 

 
0,45

0,31 0,062,25 Re 0,36 Re ,dC       (12) 

где Re – число Рейнольдса по диаметру 
частицы и относительной скорости ее об-
текания. 

Симметричные компоненты вероятно-
стей переноса d связаны с коэффициентом 
макродиффузии частиц слоя (соотношение 
(8)), который является эмпирическим пара-
метром и может быть рассчитан как [16] 

D = 0,051(w/win) (w–win)
1,471,  (13) 

где win – скорость начала псевдоожижения. 
Зависимости (10)–(13) позволяют 

определить необходимые материальные 
константы, характеризующие процесс, и, 
используя соотношения (8)–(9), выполнить 
параметрическую идентификацию модели. 
Полученная таким образом физико-
математическая модель процесса облада-
ет, как показано в [11], достаточной про-
гностической эффективностью, поэтому 
анализ ее вычислительной устойчивости 
является актуальным и может быть вы-
полнен исходя из формального требова-
ния о равенстве единице суммы вероятно-
стей полной группы событий. С учетом то-
го, что вероятность остаться в наблюдае-
мой ячейке (рs) вычисляется по соотноше-
нию (3), указанное формальное требова-
ние к устойчивости вычислительных про-
цедур можно записать как 

v∆t/∆x + 2D∆t /∆x2 < 1,  (14) 

или 

v + 2D/∆x < ∆t/∆x.  (15) 

Несмотря на эквивалентность утвер-
ждений (14)–(15), с точки зрения визу-
ального представления результатов чис-
ленных экспериментов удобнее сравни-
вать полученные значения суммарной ве-
роятности с единицей (пользоваться фор-
мулой (14)). 

Результаты. На рис. 2 представлен 
пример расчета аксиального распределе-
ния частиц в аппарате. Результаты чис-
ленного эксперимента получены для аппа-
рата, описанного в [11], и следующих вход-
ных параметров: частицы – одинаковые 
сферы dp = 6 мм; плотность материала 
1250 кг/м3; число частиц в навеске 300 шт.; 

расходная скорость воздуха W0 (для пусто-
го аппарата) 16,5 м/с. Для приведенных на 
рис. 2–5 распределений приняты значения 
∆t = 0,0011 с и ∆x = dp. 

Рис. 2. Расчетные распределения объемной 
концентрации твердой фазы по высоте аппара-
та: пунктирная линия – плотный слой; сплошная 
линия – псевдоожиженный слой  

Необходимо отметить, что в работах, 
посвященных применению математического 
аппарата теории цепей Маркова к описанию 
процессов в кипящем слое [8–13], переход-
ный гидродинамический процесс (перевод 
слоя из плотного состояния в псевдоожи-
женное) не исследовался, однако, на наш 
взгляд, именно этот переход мог бы ока-
заться проблемным в отношении вычисли-
тельной устойчивости.  

Тем не менее результаты вычисли-
тельных экспериментов, приведенных на 
рис. 3–5, показывают, что эти опасения не 
вполне оправданы. 

Действительно, на очень коротком 
начальном этапе суммарная вероятность 
R удаления материала из ячеек 

(R = v∆t/∆x + 2D∆x2/∆t), определяемая ле-
вой частью неравенства (14), становится 
значительно выше, чем в установившемся 
режиме (рис. 3). Однако указанные значе-
ния R все еще меньше единицы. Кроме то-
го, полученные в том же вычислительном 
эксперименте распределения частиц по 
высоте аппарата (рис. 2) являются каче-
ственно непротиворечивыми и свидетель-
ствуют об устойчивости вычислительных 
процедур. 
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Рис. 3. Расчетное пространственно-временное 
распределение значений вероятностей перено-
са частиц из ячеек цепи в переходном процессе  

Можно отметить, что наибольший 
вклад в итоговое суммарное значение R 
вносят вероятности диффузионного пере-
носа (рис. 4). В то же время значения веро-
ятности конвективного переноса меньше 
соответствующих диффузионных вероят-
ностей практически на порядок (рис. 5). 

Рис. 4. Расчетное пространственно-временное 
распределение значений вероятностей диффу-
зионного переноса частиц из ячеек цепи в пе-
реходном процессе 

Следующий численный эксперимент  
проведен при ∆t = 0,0012 и ∆x = dp. На рис. 6 
приведено расчетное распределение объ-
емной концентрации твердой фазы по вы-
соте аппарата, которое, очевидно, обнару-
живает качественную противоречивость 
(наличие отрицательных концентраций и 

т.п.), которая указывает на потерю вычис-
лительной устойчивости.  

Рис. 5. Расчетное пространственно-временное 
распределение значений вероятностей конвек-
тивного переноса частиц из ячеек цепи в пере-
ходном процессе  

Рис. 6. Расчетные распределения объемной 
концентрации твердой фазы по высоте аппара-
та для случая потери вычислительной устойчи-
вости: пунктирная линия – плотный слой; 
сплошная линия – псевдоожиженный слой  

На рис. 7–9 приведены результаты 
вычислительных экспериментов, отража-
ющие пространственно-временную эволю-
цию суммарной вероятности переноса ча-
стиц слоя (рис. 7), а также отдельно веро-
ятностей конвективного  (рис. 8) и диффу-
зионного  (рис. 9) переноса. 

Во-первых, очевидно, что потеря 
устойчивости расчетной процедуры в це-
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лом связана с возникновением недопусти-
мых значений вероятностей диффузионно-
го переноса из ячеек.  

Рис. 7. Расчетное пространственно-временное 
распределение вероятностей переноса частиц 
из ячеек цепи в переходном процессе для слу-
чая потери вычислительной устойчивости 

Рис. 8. Расчетное пространственно-временное 
распределение вероятностей конвективного 
переноса частиц из ячеек цепи в переходном 
процессе для случая потери вычислительной 
устойчивости 

Во-вторых, недопустимые значения 
вероятностей происходят во «внутренних» 
ячейках слоя (т.е. не в первой и не в по-
следней ячейках). Физически такая картина 
может быть интерпретирована только сле-
дующим образом: диффузионный перенос, 
который априорно является симметрич-
ным, обеспечивает заброс частиц из ячей-
ки и вверх и вниз,  несмотря на то, что в 
целом слой расширяется и скорость частиц 
положительна. В результате в некоторые 

«внутренние» ячейки обеспечивается по-
ступление материала сверху (благодаря 
диффузионным вероятностям) и снизу (из-
за конвективного переноса) в количестве, 
превышающем физическую вместимость 
ячейки. Последнее означает утрату зада-
чей физического смысла, а в вычислитель-
ном отношении ведет к потере устойчиво-
сти алгоритма расчета. 

Рис. 9. Расчетное пространственно-временное 
распределение значений вероятностей диффу-
зионного переноса частиц из ячеек цепи в пе-
реходном процессе для случая потери вычис-
лительной устойчивости 

Выводы. В результате выполненно-
го исследования устойчивости разностной 
схемы алгоритма расчета процесса фор-
мирования псевдоожиженного слоя моно-
дисперсного сыпучего материала сформу-
лирован критерий устойчивости алго-
ритма, отражающий влияние простран-
ственно-временных параметров дискре-
тизации задачи на стабильность вычисли-
тельных процедур. Рассмотренные случаи 
влияния частоты временной дискретиза-
ции на устойчивость получаемого решения 
показали, что наиболее значимый вклад в 
процесс потери устойчивости вносит 
макродиффузионный параметр движения 
частиц. 
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