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Синтез робастной системы управления транспортированием 

длинномерного материала на основе грамианного метода1
 

 
Авторское резюме 

 
Состояние вопроса. Системы управления транспортированием материала входят в состав большого числа ав-

томатизированных технологических комплексов непрерывно-поточного производства в разнообразных отраслях 
промышленности. Для согласованной работы агрегированных машин требуется обеспечить заданное качество 
управления натяжением транспортируемого материала в условиях исходной неопределенности и возможных 
вариаций внутренних параметров САУ, прежде всего инерции вращения измерительного ролика и изменений 
геометрии зоны деформации материала, т. е. обеспечить существенное повышение робастных свойств. 
Материалы и методы. Предлагаемая методика синтеза робастных систем управления с динамическими (поли-

номиальными) регуляторами «входа–выхода» основана на итерационном подходе, на каждом шаге которого це-
ленаправленно изменяются сингулярные числа грамианов управляемости и/или наблюдаемости, формируется 
предрегулятор, преобразующий структуру расчетной модели объекта в направлении повышения управляемости 
и/или наблюдаемости.  
Результаты. Предложена методика синтеза робастной системы управления транспортированием длинномерно-

го материала на основе грамианного метода. Использование улучшенной модели объекта позволяет сформиро-
вать основной полиномиальный регулятор «входа–выхода», способный обеспечивать и сохранять желаемые 
показатели качества и быстродействия в заданных пределах изменения параметров объекта и регулятора, в том 
числе при редуцировании корректирующего предрегулятора. 
Выводы. Полученные результаты позволяют наглядно показать высокую эффективность использования гра-

мианного метода для синтеза систем управления с низкой чувствительностью к вариациям как параметров объ-
екта управления, так и собственных параметров регулятора. 
 
Ключевые слова: двухканальная САУ, транспортирование материала, грамианный метод, полиномиальный 

регулятор, робастная система управления  
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Synthesis of robust control system for transportation 

of long-length material based on Gramian method 

 
Abstract 

 
Background. Material transportation control systems are part of many automated technological complexes for continu-

ous production in various industries. For the coordinated operation of the aggregated machines, it is required to ensure a 
given quality of control of the tension of material transportation under conditions of initial uncertainty and possible varia-
tions in the internal parameters of the ACS, primarily the inertia of rotation of the measuring roller and changes in the 
geometry of the deformation zone of the material, i.e., it is required to provide a significant increase in robust properties. 
Materials and methods. A method for the synthesis of robust control systems with dynamic (polynomial) input-output 

regulators is proposed. It is based on an iterative approach, at each step of which the singular numbers of gramians of 
controllability and/or observability are purposefully changed, a preregulator is formed.It transforms the structure of the 
computational model of the object in the direction of increasing controllability and/or observability. 
Results. The authors have proposed a method for the synthesis of a robust control system for the transportation of long-

length material based on the Gramian method. The use of an improved model of the object makes it possible to form a 
basic polynomial input-output controller capable of providing and maintaining the desired quality and performance indica-
tors within the specified limits of changing the parameters of the object and the controller, including when reducing the 
corrective pre-regulator. 
Conclusions. The results obtained allow us to demonstrate the high efficiency of a Gramian method for the synthesis of 

control systems with low sensitivity to variations in both the parameters of the control object and the controller own pa-
rameters. 
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Введение. Системы управления транс-

портированием длинномерных материалов в 
процессах их технологической обработки нахо-
дят широкое применение в составе многома-
шинного агрегатированного оборудования (по-
точных линий) в химической, бумагоделатель-
ной, текстильной, металлургической и других 
отраслях промышленности [1–6]. Они обеспечи-
вают согласованную работу (синхронизацию) 
технологических машин в различных режимах 
обработки материала, а также необходимое си-
ловое воздействие на полотно для управления 
физико-механическими параметрами выпускае-
мой продукции (толщины пленки или металли-
ческой полосы, диаметра волокна, удельного 
веса бумаги, плотности ткани и т.п.) [1, 3–7]. 

Базовыми элементами таких многома-
шинных систем являются двухканальные си-
стемы автоматического управления транспор-
тированием материала (САУ ТМ) (рис. 1), объ-
единение которых в единую поточную линию 
обеспечивает выполнение требуемых техноло-
гических функций, возложенных на агрегатиро-
ванное оборудование [2, 6, 8]. 

Двухканальные САУ ТМ строятся обычно 
по принципу «ведущий – ведомый». При этом 
каждый канал содержит индивидуальный элек-
тропривод (ЭП) постоянного или переменного 

тока, приводящий в движение рабочий орган 
(РО) машины и кинематической передачи (КП) 
(индексы 1 и 2 на рис. 1 означают принадлеж-
ность элементов соответственно к ведущему и 
ведомому каналам).  
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Рис. 1. Функциональная схема двухканальной САУ ТМ 

 
Управляемая синхронизация машин осу-

ществляется формированием и отработкой 
единого сигнала задания скорости V3 на оба 
электропривода, а также корректирующего сиг-
нала по натяжению F3 транспортируемого ма-
териала (ТМ) на управляющее устройство (УУ) 
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ведомого ЭП. При этом контроль натяжения ТМ 
осуществляется по перемещению направляю-
щего измерительного ролика (ИР), связанного с 
упругим элементом (УЭ), сила упругости кото-
рого FУ уравновешивает результирующую сил 
натяжения F1, F2 в ветвях транспортируемого 
полотна с учетом геометрии зоны деформации 
материала. Символами V1, V2 и VR обозначены 
соответственно линейные скорости ТМ в точках 
его соприкосновения с РО1, РО2 и ИР (при от-
сутствии проскальзывания), а символом h – ли-
нейное перемещение ИР. 

Для согласованной работы агрегирован-
ных машин требуется обеспечить заданное ка-
чество управления натяжением ТМ в условиях 
исходной неопределенности и возможных ва-
риаций внутренних параметров САУ, прежде 
всего инерции вращения ИР и изменений гео-
метрии зоны деформации материала. 

Математическое описание и анализ 
объекта управления. Структурная схема объ-
екта управления (ОУ) в составе САУ ТМ, вы-
полненная в соответствии с [9], представлена 

на рис. 2, где 1, 2 – деформации материала; 
KP1, KP2 – коэффициенты передачи каналов ЭП; 
KV1 = 1/V1, KV2 = 1/V2 и T1 = L1/V1, T2 = L2/V2;  
L1, L2 – длины зон деформации; E – модуль 
упругости материала, приведенный к его ши-
рине; JR, R – момент инерции и радиус ИР; KG – 
коэффициент геометрии; KT, KR – коэффициен-

ты трения поступательного движения и враще-
ния ИР; KУ – коэффициент упругости УЭ. 

В силу высокого быстродействия исполь-
зуемых ЭП они принимаются безынерционны-
ми, а высокая собственная частота хорошо 
демпфированных колебаний ИР дает основа-
ние представить его динамику апериодическим 
звеном первого порядка. 

Соответствующее векторно-матричное 
описание ОУ принимает следующий вид: вектор 

координат состояния  1 2

T
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Рис. 2. Структурная схема двухканальной САУ ТМ 
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Примем для конкретности числовые зна-
чения параметров типового ОУ, соответствую-
щие зонам деформации пленочных материалов 
поточной линии ПЭТФ-2400: KP1 = KP2 = 16,5;  
L1 = 1,8 м; L2 = 2,2 м; V1 = 2 м/с; E = 5000 Н;  
R = 0,065 м; KT = 2000 Н∙с/м; KR = 60 Н∙с;  
KY = 8000 Н/м; JR = 0,5 ± 0,15 кг∙м2; KG = 1,2 ± 0,15 
(параметры JR и KG в силу особенностей ОУ 
имеют интервальный характер). В результате 
получаем следующие номинальные числовые 
значения матриц: 

-7,8 -42,25 42,25 0

0,56 -3,11 -2 2,67
=

-0,45 -0,73 -2,55 2,18

0 3 3 -4

 
 
 
 
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 

A ; 
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 
 
 
 
 

0

0

7,5

0

Β ; 

 0 0 0 8000C , 

и выражение передаточной функции (ПФ) от 
управляющего воздействия U к выходу Fу: 

5 2 6 7

0 4 4 3

( ) 1,8 10 1,6 10 10
.

( ) 17,5 132,5 463,2 116,9

B s s s
H

A s s s s s

   
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   
 

Соответствующее распределение нулей 
и полюсов ПФ объекта, т.е. корней полиномов 
ее числителя B(s) и знаменателя A(s), приведе-
ны на рис. 3,а. 

Количественные оценки степени управ-
ляемости и наблюдаемости ОУ могут быть вы-

полнены, согласно [10], с использованием норм 

матриц 1

U


 P U U  и 

~
1

V

 P V U , где 


U  и U – 

матрицы управляемости в канонической форме 

управляемости и в реальных координатах; 
~

V  и 
V – матрицы наблюдаемости в канонической 
форме наблюдаемости и в реальных координа-

тах. В данном случае нормы этих матриц U 1
P  и 

V 1
P , согласованных с объектом соответствен-

но по входу и выходу, принимают значения, су-
щественно отличающиеся от единичных: 

U 1
5,18P ; V 1

261,91P . 

Анализ приведенного математического 
описания ОУ показывает, что он имеет доста-
точно высокий порядок, характеризуется нали-
чием сложных взаимосвязей координат состоя-
ния и неблагоприятным взаимным расположе-
нием нулей и полюсов, приводящим к суще-
ственному снижению степени наблюдаемости. 

Это исключает возможность достижения 
высокого качества управления при использова-
нии типовых регуляторов пониженного порядка 
или каскадных регуляторов с подчиненным ре-
гулированием координат и указывает на целе-
сообразность применения управления по со-
стоянию. 
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Рис. 3. Распределение нулей (o) и полюсов (x): а – исходного ОУ; б – скорректированного ОУ; в – синтезирован-
ной САУ ТМ; г – САУ ТМ после отключения предрегулятора 
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Однако значительные трудности измере-
ния всех составляющих полного вектора состо-
яния объекта приводят к необходимости заме-
ны безынерционных и интегрирующих регуля-
торов состояния (РС) полного порядка [11, 12] в 
составе САУ ТМ на динамические регуляторы 
«входа–выхода» с дробно-рациональным пред-
ставлением их ПФ полиномами повышенного 
порядка, получивших название полиномиаль-
ных регуляторов (ПР) [13–15]. 

Возможные вариации ряда внутренних 
параметров заданного ОУ в широких пределах 
существенно усложняют управление и требуют 
обеспечения робастных свойств САУ ТМ с ди-
намическими ПР «входа–выхода». 

Синтез робастной САУ ТМ на основе 
грамианного метода. Традиционно синтез САУ 
с динамическими ПР проводят методом поли-
номиального модального управления [13–15] 
при номинальных значениях параметров ОУ 
путем решения уравнения синтеза вида 

A(s) C(s) + B(s) R(s) = D(s), 

где R(s) и C(s) – полиномы числителя и знаме-
нателя ПФ регулятора; D(s) – желаемый харак-
теристический полином (ХП) ПФ синтезируемой 
системы, определяющий требуемое быстро-
действие и качество управления. 

Однако при определенных отклонениях 
внутренних параметров ОУ от расчетных зна-
чений в условиях низких степеней его управля-
емости и наблюдаемости может происходить 
существенное ухудшение качества управления 
и даже потеря устойчивости системы в реаль-
ных условиях ее эксплуатации. 

Так, для принятых номинальных пара-
метров ОУ и при заданном выражении ХП син-
тезируемой САУ в виде полинома Ньютона 
D(s) = (s + 15)4 решением уравнения синтеза 
получаем следующие выражения полиномов 
ПР минимального порядка: 

R(s) = 0,18s3 + 3,01s2 + 15,21s + 19,61; 

C(s) = s3 + 87,54s2 – 2857,62s – 21707,28. 

Такой регулятор оказывается неминималь-
но-фазовым динамическим звеном, является 
трудно реализуемым и значительно снижает па-
раметрическую грубость системы управления, 
сформированной на его основе. Соответствую-
щие переходные характеристики синтезирован-
ной САУ ТМ, полученные методом цифрового 
моделирования при исходных параметрах ОУ и 
их возможных отклонениях от расчетных значе-
ний, приведены на рис. 4,а. Они свидетельствуют 
о высокой чувствительности системы к парамет-
рическим возмущениям и необходимости значи-
тельного улучшения ее робастных свойств. 

Для достижения этой цели наиболее 
эффективным является использование гра-
мианного метода синтеза [10], разработанного 

применительно к системам на базе регулято-
ров состояния. 

Руководствуясь аналогиями с [10], пред-
лагается использовать итерационный метод 
синтеза робастных САУ с динамическими ПР 
«входа–выхода», на каждом шаге которого це-
ленаправленно изменяются сингулярные числа 
грамианов управляемости или наблюдаемости, 
формируется предрегулятор, преобразующий 
структуру расчетной модели объекта в направ-
лении повышения управляемости и наблюдае-
мости, рассчитываются параметры основного 
регулятора и выполняется оценка робастных 
свойств синтезированной системы в заданных 
интервалах изменения внутренних параметров. 

В основу метода закладывается матема-
тический аппарат грамианов управляемости GC 
и наблюдаемости GO [16–19], определяемых 
выражениями: 

Tt T t
C

0

e e dt;



 
A AG BB  

T Tt T t
O

0

e e dt



 
A AG C C , 

где t – время.  
Применяются процедуры сингулярного 

разложения, приводящие грамианы к следую-
щему виду: 

T
C C C CG U U ;   T

O O O OG U U , 

где C , O  – диагональные матрицы, состоя-

щие из выстроенных в порядке убывания син-
гулярных чисел грамианов управляемости и 

наблюдаемости; CU и OV  – матрицы преобра-

зования грамианов к диагональной форме.  
Относительно малые значения сингуляр-

ных чисел также являются признаками плохой 
управляемости или плохой наблюдаемости ко-
ординат состояния объекта. 

Сущность метода заключается в том, что 
для исходной матричной модели объекта при-
нудительно увеличивают малые значения син-
гулярных чисел грамиана управляемости и гра-
миана наблюдаемости: 

^

C C C     ;   
^

O O O     . 

Затем определяют матрицы 
^ ^ ^

OC, иΑ U V  

модели объекта, переведенной в новую систе-
му координат путем преобразования подобия с 
использованием соотношений: 

^
1Α T AT ; 

^
1 T

C C
 G T G T ; 

^
T

O OG T G T . 

Руководствуясь известными результата-
ми [10], применяем следующие выражения для 
определения матриц преобразования T через 
исходные и новые значения матриц диагональ-
ного разложения грамианов управляемости и 
наблюдаемости: 

^ ^
1/2 1/2 1

C C C C
 T U U     или   

^ ^
T 1/2 1/2 T

O O O O
 T V V  . 
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Затем организуется пошаговая итераци-
онная процедура, согласно которой изменени-
ями структуры объекта в пределах одного (ма-
лого) шага коррекции сингулярных чисел гра-

мианов пренебрегают, полагая 
^

C CU U  и 

^

O OV V , но изменяют значения обеих матриц 

после завершения преобразования подобия и 
сингулярного разложения на следующем шаге 
расчета. 

Процедура коррекции системных свойств 
объекта реализуется путем изменения его пара-
метров или введения в его структуру дополни-
тельных связей, формируемых предрегулято-
ром, описываемым соответствующей матрицей 

^

'  A A A . 

Поскольку в расчете не накладываются 
ограничения на изменение передаточной функ-
ции Ho(s) и матриц UC, VO исходного объекта, то 
для получения желаемых сингулярных чисел

^

C  и 
^

O  варьируют только часть элементов 

матрицы A, задаваемых двоичной матрицей-
маской E cответствующей размерности в ре-
зультате поэлементного произведения (приме-
нения оператора Адамара): 

^

' ( A A A) E . 

Выполнение разработанных процедур со-
здает основу для синтеза основного ПР, позво-
ляющего обеспечить существенное улучшение 
робастных свойств создаваемых САУ. 

Применим разработанный метод для син-
теза робастной системы управления натяжени-
ем упругого длинномерного материала в зоне 
транспортирования поточной линии с использо-
ванием динамического ПР «входа–выхода». 

Требуется обеспечить сохранение апери-
одического характера переходных процессов c 
допустимым отклонением быстродействия в 
пределах 15 % при заданных вариациях пара-
метров объекта и 10 %-ных изменениях коэф-
фициента петлевого усиления регулятора. 

Предположим, что существует возмож-
ность воздействовать с помощью предрегуля-
тора на элементы первой строки и первого 
столбца матрицы A. В этом случае соответ-
ствующую двоичную матричную маску следует 
задать в виде 

1 1 1 1

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

 
 
 
 
 
 

E . 

В результате расчета и сингулярного 
разложения грамианов управляемости и 
наблюдаемости с использованием программно-
го комплекса (ПК) MatLab имеем: 

 2
C diag 139,61 18,64 2,11 4,28 10  ; 

 7 6 3
O diag 6,59 10 1,94 10 3,49 10 9,49    . 

Полученные результаты также свиде-
тельствуют о низкой параметрической грубости 
синтезируемой системы, иллюстрируемой пе-
реходными характеристиками на рис. 4,а. 

Итерационная коррекция сингулярных 
чисел обоих грамианов, выполненная разрабо-
танным методом, позволяет существенно 
улучшить системные свойства объекта 

 
^

2
C diag 24,04 3,62 0,29 3,35 10  , 

 
^

2 2 2 2
O diag 6,26 10 1,9 10 3,11 10 2,34 10 ,         

U 1
4,28P ,  V 1

23,19P  

за счет использования соответствующего пред-
регулятора 

^

-5,11 36,02 -35,17 -0,065

6,45 0 0 0
' (

-5,99 0 0 0

-0,63 0 0 0

 
 
  
 
 
 

A A A) E = . 

Это позволяет изменить расчетную мо-
дель ОУ: 
^

5 2 6 7A(s) 1,8 10 s 2,26 10 s 1,81 10      , 

^
4 2B(s) s 22,56s 228,37s 917,32s 246,03     , 

распределение ее нулей и полюсов (рис. 3,б) и 
сформировать новое (минимально-фазовое) 
управляющее устройство с полиномами ПФ: 
^

2 3R( ) 1,43 10 0,22 1,97 9,11    s s s s , 

^
3 2 3C( ) 82,44 56,79 25,71 10    s s s s , 

обеспечивающее полное решение поставлен-
ной задачи в отношении распределения полю-
сов (рис. 3,в) и достижения заданных робаст-
ных свойств синтезированной САУ (рис. 4,б). 

Синтез робастной САУ ТМ по улучшен-
ной расчетной модели объекта. Следует 
принять во внимание, что при синтезе регуля-
торов робастных систем расчет обычно ведется 
по исходной модели ОУ с номинальными зна-
чениями параметров. Но при успешном реше-
нии задачи система оказывается способной 
обеспечить требуемые показатели качества при 
значительных параметрических вариациях ре-
ального ОУ. 

В разработанном методе синтез основного 
регулятора ведется по модели ОУ с предрегуля-
тором, т.е. по улучшенной расчетной модели 
объекта. В таком случае достижение робастных 
свойств полученной САУ может допускать зна-
чительные изменения расчетной модели, в том 
числе частичное или полное исключение из нее 
корректирующего предрегулятора при переходе 
к управлению реальным объектом. 
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       а)        б)

       в)        г)

1

2

3
1, 2, 3

1, 2, 3 1, 2, 3

 
Рис. 4. Переходные характеристики 1, 2, 3 систем соответственно при номинальных параметрах ОУ и при их 
максимальных отклонениях в положительном и отрицательном направлениях: а – исходной САУ ТМ с ПР; б – 
синтезированной САУ ТМ; в – САУ ТМ после отключения предрегулятора; г – САУ ТМ после отключения предре-
гулятора при вариации коэффициента петлевого усиления регулятора в пределах ±10 % 

 
Это имеет соответствующее «энергети-

ческое» объяснение, состоящее в том, что при 
синтезе робастных САУ улучшение системных 
свойств ОУ достигается коррекцией меньших 
сингулярных чисел грамианов управляемости и 
наблюдаемости, которым соответствуют отно-
сительно малые энергетические воздействия 
на объект, формируемые предрегуляторами. В 
итоге последние вполне могут быть исключены 
из состава синтезированной с их помощью си-
стемы без существенного ухудшения достигну-
тых робастных свойств. 

Таким образом, преобразованная (улуч-
шенная) предрегулятором модель объекта ста-
новится расчетной для синтеза основного регу-
лятора, а исходная модель ОУ с номинальными 
параметрами становится ее вариацией. 

Синтез САУ по улучшенной модели объ-
екта, условно названный методом СУМО, мо-
жет считаться одной из версий более общего 
метода М.М. Лаврентьева, разработанного в 
[20] для решения некорректных задач путем 
замены исходного уравнения близким ему кор-
ректным уравнением и использованного позд-
нее, например, в [21, 22]. 

Однако при этом остается открытым во-
прос, как обеспечить необходимое улучшение 
системных свойств ОУ в наиболее типичном 
для САУ с динамическими ПР «входа–выхода» 
случае контроля только одной (выходной – 
регулируемой) координаты объекта и возмож-
ности управляющего воздействия только на 
один его вход. 

Он предоставляет разработчику САУ но-
вые творческие возможности улучшения их ро-
бастных свойств за счет использования вирту-
альных каналов управления и связей, т.е. таких 
корректировок матрицы A, которые могут при-
сутствовать только в расчетной модели объек-
та для улучшения ее системных свойств, но не 
использоваться в реальной системе. 

Так, в решаемой задаче была выявлена 
возможность исключения из состава робастной 
САУ ТМ, синтезированной разработанным ме-
тодом, отдельных связей, формируемых пред-
регулятором, или полного отключения послед-
него с незначительным изменением достигнуто-
го результата, т.е. сохранением требуемых по-
казателей качества в заданных интервалах ро-
бастности. 

В качестве иллюстрации на рис. 3,г при-
ведено новое распределение полюсов синтези-
рованной САУ ТМ, формируемое после отклю-
чения предрегулятора, а на рис. 4,в,г представ-
лены соответствующие переходные характери-
стики системы в заданных интервалах измене-
ния параметров ОУ и коэффициента петлевого 
усиления ПР, иллюстрирующие решение по-
ставленной задачи. 

Применение разработанного программного 
обеспечения, реализующего автоматизацию рас-
четных процедур с использованием стандартных 
матричных библиотек, позволяет существенно 
облегчить структурно-параметрический синтез 
робастной САУ ТМ и ускорить его выполнение. 
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Выводы. Использование разработанного 
грамианного подхода, дополненного возможно-
стями метода СУМО, позволяет осуществлять 
целенаправленное улучшение системных 
свойств объекта с контролем степени управля-
емости и наблюдаемости на каждом этапе рас-
чета и обеспечивает оперативное решение за-
дач робастного управления транспортировани-
ем длинномерного упругого материала в соста-
ве двухканального агрегата с заданными пока-
зателями качества на основе использования 
динамического (полиномиального) регулятора 
«входа–выхода». 
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