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Авторское резюме 
 

Состояние вопроса: Использование современных методов синтеза регуляторов часто наталкивается на труд-

ности их технической реализации, связанные с получением в результате синтеза устройств управления высокой 
сложности. В частности, синтез регуляторов входа-выхода методом модального управления, основанный на ре-
шении полиномиальных уравнений, приводит к необходимости использования префильтров, имеющих слож-
ность, соизмеримую со сложностью самого регулятора. В связи с этим актуальна разработка подхода, направ-
ленного на упрощение таких управляющих устройств без влияния на качественные показатели системы в целом. 
Материалы и методы: Для синтеза регуляторов использован метод полиномиального синтеза, позволяющий 

обеспечить заданное качество процессов в САУ на основе измерения только выходной координаты объекта 
управления. Редукция управляющих устройств выполнена на основе метода эквивалентных структурных преоб-
разований, гарантирующего неизменность передаточной функции САУ, а обеспечение астатизма по управляю-
щему воздействию осуществлено с применением метода коэффициентов ошибки. 
Результаты: Предложен метод редукции управляющих устройств, основанный на применении метода эквива-

лентных структурных преобразований, позволяющий существенно снизить сложность управляющего устройства. 
Отличие данного метода от известных состоит в отсутствии необходимости пересчета коэффициентов управ-
ляющего устройства и сохранении качественных показателей САУ. 
Выводы: Использование предложенного метода позволяет снизить порядок передаточной функции управляю-

щего устройства в два раза, что существенно уменьшает трудоемкость его практической реализации. Также со-
кращается время выполнения управляющей программы, что важно при создании современных САУ объектами, 
обладающими высоким быстродействием и требующими малого времени исполнения управляющих программ. 
Результаты математического моделирования подтвердили идентичность показателей качества редуцированной 
и исходной САУ при отработке управляющих и возмущающих воздействий.  
 
Ключевые слова: полиномиальный регулятор, синтез САУ, эквивалентные структурные преобразования, редук-

ция управляющих устройств, электромеханическая система, передаточная функция регулятора, астатизм по 
управляющему воздействию, метод коэффициентов ошибок. 
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Abstract 
 

Background: Modern methods of regulator synthesis are often hard to realize technically as it is not easy to synthesize 

complex control devices. For example, input-output regulators are synthesized by the modal control method based on 
solving polynomial equations and employs pre-filters, the complexity of which is comparable with that of the regulators 
themselves. All this makes it quite urgent to develop an approach simplifying such control devices without affecting the 
qualitative parameters of the system as a whole. 
Materials and methods: The regulators have been synthesized by the polynomial synthesis method ensuring the re-

quired quality of the processes in an automatic control system by measuring only the output point of the control object. 
The reduction of control device is based on the method of equivalent structural transformations, which guaranties the 
permanence of automatic control system transfer function. And the astatism of control influence is ensured by the error 
coefficient method. 
Results: We propose a method of control device reduction based on implemention of the method of equivalent structural 

transformations, which essentially reduces the control device complexity. Unlike the known methods, this method does 
not require recalculating control device coefficients in order to preserve the performance indicators of the automatic con-
trol system. 
Conclusions: The proposed method reduces the order of the control device transfer function twofold, which makes the 

device much easier to implement. It also reduces the execution time of the control program, which is important when 
developing modern automatic control systems composed of objects with a high processing speed and short execution 

                                                 
1
 Работа выполнена в рамках проектной части государственного задания Минобрнауки. 
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time. The results of mathematical simulation have confirmed the identity of the performance indicators in the reduced 
system and the initial automatic control system in processing control and disturbance actions. 
 
Key words: polynomial regulator, ACS synthesis, equivalent structural transformations, control device reduction, elec-

tromechanical system, regulator transfer function, astatism of control action, error index method. 
 
DОI: 10.17588/2072-2672.2017.5.044-052 

 
Введение. Синтез САУ методами поли-

номиального управления [1–8] предполагает 
получение передаточной функции регулятора 
на основе решения диофантова уравнения 

(или -уравнения), неизвестными в котором 
являются полиномы. При этом степени поли-
номов передаточной функции регулятора 
(ПФР) задаются.  

В задании степеней полиномов ПФР до-
пустим некоторый произвол проектировщика. 
Например, для обеспечения произвольного 
задания некоторых коэффициентов ПФР необ-
ходимо соответствующим образом увеличить 
степень полинома числителя ПФР [8], получив 
в результате переопределенную совместную 
систему уравнений (количество переменных 
больше количества уравнений). Изменить 
фильтрующие свойства регулятора можно вы-
бором степени полинома его знаменателя.  

В зависимости от того, какие степени по-
линомов заданы, может быть получен ряд ре-
гуляторов: 

– дифференцирующие (степень полино-
ма числителя ПФР выше степени полинома 
знаменателя) и технически реализуемые 
(степень полинома числителя ПФР не выше 
степени полинома знаменателя); 

– минимальные (степени полиномов ПФР 
минимально возможны для решения уравне-
ния синтеза) и неминимальные (степени поли-
номов ПФР выше минимально необходимых 
для решения уравнения синтеза).  

При синтезе дифференцирующих регу-
ляторов необходимо, безусловно, иметь в ви-
ду, что для их реализации потребуется ис-
пользование приближенных вычислений про-
изводных, например, методом Эйлера. 

Использование неминимальных регуля-
торов дает проектировщику свободу в выборе 
необходимых ему свойств регулятора, напри-
мер фильтрующих возможностей (при увели-
чении степени полинома знаменателя ПФР), 
или некоторых коэффициентов полиномов ре-
гулятора (при увеличении степени полинома 
числителя ПФР). В первом случае коэффици-
енты ПФР определяются однозначно (уравне-
ние синтеза имеет единственное решение), во 
втором случае ряд коэффициентов при синте-
зе может быть задан произвольно. 

Наиболее часто в исследованиях ис-
пользуют минимальные технически реализуе-
мые регуляторы. Однако и в этом случае ос-
новной трудностью технической реализации 
САУ является сложность управляющего уст-
ройства. 

Модели и методы исследования. 
Структура САУ с полиномиальным регулято-
ром может быть различной (рис. 1, здесь A(s) и 
B(s), C(s) и R(s) – полиномы знаменателя и 
числителя передаточных функций объекта 
управления и регулятора соответственно; y0(s), 

(s), u(s), y(s) – изображения по Лапласу сиг-
налов задающего воздействия, ошибки управ-
ления, управления и выхода). 
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Рис. 1 

 
Для синтеза минимальных технически 

реализуемых регуляторов оперируют следую-
щими степенями полиномов [7, 8]: 

deg ( ) deg ( ) 1; deg ( ) deg ( );

deg ( ) deg ( ) deg ( ).

R s A s C s R s

D s A s C s

  

 
 

 
(1) 

Диофантово уравнение синтеза регуля-
тора при этом имеет вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),A s C s B s R s D s   (2) 

где D(s) – характеристический полином САУ, 
определяющий качество переходных процес-
сов и задаваемый проектировщиком. 

Необходимо иметь в виду, что при ис-
пользовании регулятора только в контуре 
главной обратной связи в передаточной функ-
ции САУ H(s) могут появляться «дополнитель-
ные» нули, определяемые корнями полинома 
R(s) (рис. 1,а) 

( ) ( )
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или C(s) (рис. 2,б): 

( ) ( )
( ) .

( ) ( ) ( ) ( )

C s B s
H s

A s C s B s R s



 

Система, приведенная на рис. 1,в, лише-
на данного недостатка, но требует вычисления 
«чистых» производных, что на практике невы-
полнимо. 

Влияние таких нулей может проявляться 
в появлении перерегулирования в переходных 
процессах. Для исключения их влияния [8] 
вводят префильтр вида HF(s) = 1/R(s) или  
HF(s) = 1/C(s) соответственно (рис. 1,а,б). Без-
условно, это значительно усложняет техниче-
скую реализацию управляющего устройства, 
требуя выполнения большого количества до-
полнительных операций. 

Часто одним из требований к системам 
управления является обеспечение астатизма 
по управляющему воздействию (следящие 
системы). В этом случае наличие префильтра 
не позволяет ограничиться введением соот-
ветствующего числа интегралов в контур 
управления, требуя использования префильт-
ра с передаточными функциями: 

( )
( )

( )
F

Q s
H s

R s
  или 

( )
( ) .

( )
F

Q s
H s

C s
  

для систем на рис. 1,а,б соответственно. 
В этом случае требуемый порядок аста-

тизма по управлению обеспечивается совокуп-
ным использованием интеграторов в контуре 
управления и соответствующих коэффициен-
тов полинома Q(s) [8, 9]. 

Поставим задачу разработки метода уп-
рощения управляющего устройства для стати-
ческих и астатических систем автоматического 
управления, не требующего или требующего 
минимальных дополнительных вычислений 
без потери качества управления.  

Результаты исследования. Примем за 
основу структуру на рис. 1,а. Для структур на 
рис. 1,б,в результат будет идентичным. 

Очевидно, что 
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Тогда можно записать: 
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Если учесть (1) и принять, что degA(s) = n, 
а также то, что полиномы A(s) и D(s) при реше-

нии уравнения (2) нормированы (коэффициен-
ты при высших степенях равны единице), по-
лучим 
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Выразив u(s), будем иметь 
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или, в более удобном виде, 
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   (3) 

Соответствующая структурная схема 
приведена на рис. 2,а. 

Таким образом, для реализации регуля-
тора, не вносящего в передаточную функцию 
САУ дополнительных нулей, вместо 2n – 2 ин-
теграторов потребуется n – 1. Более того, ме-
тод не предполагает выполнения дополни-
тельных расчетов, поскольку оперирует только 
коэффициентами ci и ri, полученными в ре-
зультате синтеза регулятора. 

Приняв выходы интеграторов управляю-
щего устройства (рис. 2,а) за переменные со-
стояния xi; y0(s) и y(s) – за входы, а u(s) – за его 
выход, на основе (3) можно записать для него 
следующие уравнения в форме Коши: 

1 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ),sx s y s c u s r y s    

2 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ),sx s x s c u s r y s    

3 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ),sx s x s c u s r y s    

...................................................... 

1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ).n n n nsx s x s c u s r y s       

Если, согласно рис. 2,а, записать   

1 1( ) ( ) ( )n nu s x s r y s    

и переписать уравнения  

1 0 0 1 0 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ),n nsx s y s c x s c r y s r y s      

2 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),n nsx s x s c x s c r y s r y s      

3 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ),n nsx s x s c x s c r y s r y s      

.......................................................................... 
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то векторно-матричная форма регулятора 
примет вид канонической формы наблюдаемо-
сти [9]: 
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Аналогичный результат получен в [7]. 
Пример. Синтезируем регулятор для 

объекта, описываемого передаточной функцией 
2

0 3 2

( ) 5 100
( ) .

( ) 3 3 1

B s s s
H s

A s s s s

 
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С учетом (1) 

deg ( ) 2, deg ( ) deg ( ) 2, deg ( ) 5.R s C s R s D s     

Примем полином D(s) вида 
5( ) ( 5) .D s s   

В этих условиях передаточные функции 
регулятора и префильтра для структуры САУ, 
изображенной на рис. 1,а, примут следующий 
вид: 

2
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Согласно (3), уравнение управляющего 
устройства будет следующим: 
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или в векторно-матричной форме (4) с учетом 
(5): 
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На рис. 2,б приведена структура, анало-
гичная изображенной на рис. 1, а, реализован-
ная на интеграторах (префильтр и регулятор 
представлены в управляемой (нормальной) 
канонической форме), а на рис. 2,в – структу-
ра, реализованная по предложенному методу 
согласно (5). Переходные процессы при еди-
ничном ступенчатом управляющем воздейст-
вии в обеих системах идентичны (рис. 3). 

 
Рис. 3 

 
Таким образом, предложенный подход 

позволяет значительно снизить сложность 
управляющего устройства и тем самым сокра-
тить вычислительные затраты при его микро-
процессорной реализации без потери качества 
переходных процессов. Достоинством метода 
является и то, что его использование не пред-
полагает дополнительных вычислений при оп-
ределении параметров редуцированного регу-
лятора. 

При использовании предложенного ме-
тода надо иметь в виду, что степень полинома 
C(s) должна быть больше или равна степени 
полинома R(s). 

Астатические системы. В ряде случаев 
может быть необходимо обеспечение астатиз-
ма по управляющему воздействию и возмуще-
ниям. Обычно это обеспечивают введением 
соответствующего количества интеграторов в 
контур управления [10]. Однако при таком под-
ходе наличие префильтра (рис. 1) с переда-
точной функцией 1/R(s) или 1/C(s), равно как и 
его кажущееся отсутствие (рис. 2, а) не позво-
ляют получить астатизм по задающему воз-
действию.  

В этом случае необходимо использова-
ние структур, приведенных на рис. 4. Наличие 
полинома Q(s) [11, 12] позволяет выбором со-
ответствующих значений коэффициентов qi  

обеспечить порядок астатизма deg ( ) 1R s    

по задающему воздействию. Степень полино-

ма Q(s) при этом deg ( ) deg ( ) 1Q s R s  . 

Использование предложенного подхода 
упрощения структуры управляющего устройст-
ва возможно и в этом случае: 
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Или в более удобной форме: 
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(6) 

При этом  коэффициентов qi, рассчи-

танных из условия равенства нулю  коэффи-
циентов ошибки (см., например, [11]), будут 
равны коэффициентам ri для любой из струк-
тур рис. 4: 

, 0, 1,i iq r i     
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поэтому никаких дополнительных вычислений 
при синтезе регуляторов, обеспечивающих 

астатизм -го порядка к задающему воздейст-
вию, вообще говоря, также не требуется.  

Для переменных состояния xi, входных 
сигналов y0(s) и y(s), выходного сигнала u(s) 
регулятора на основе (6) можно записать сле-
дующие уравнения: 

1 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ),sx s q y s c u s r y s    

2 1 0 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),sx s q y s x s c u s r y s     

3 2 0 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ),sx s q y s x s c u s r y s     

................................................................ 

1 2 0 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ),n n n n nsx s q y s x s c u s r y s         

или с учетом 1 1( ) ( ) ( )n nu s x s r y s    (см. схему 

на рис. 2, а): 
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и для системы (4): 
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В этом случае следует помнить, что ас-
татизм по управляющему воздействию будет 
обеспечиваться при наличии соответствующе-
го количества интеграторов в контуре управ-
ления. Это возможно осуществить или расши-
ряя соответствующим образом пространство 
состояния объекта, добавляя интеграторы, или 
используя возможности неминимальных регу-
ляторов в назначении коэффициентов поли-
номов передаточной функции регулятора. 

В первом случае процедура синтеза бу-
дет полностью аналогична описанной выше. 
Второй рассмотрим подробнее.  

Неминимальные астатические регуля-
торы. Использование неминимальных регуля-
торов [8] позволяет получить возможность на-
значения некоторых коэффициентов регулято-
ра. Необходимым условием для этого являет-
ся наличие полинома C(s) и выполнение усло-

вия deg ( ) deg ( ) 1R s A s  . Количество k назна-

чаемых коэффициентов  будет определяться 
выражением: 

deg ( ) (deg ( ) 1).k R s A s    (7) 

Использование неминимальных регуля-
торов в комбинации с предложенным подхо-
дом может обеспечить необходимый порядок 
астатизма и по управлению, и по возмущению. 
При этом порядок астатизма по управлению 
должен быть равен или быть больше порядка 
астатизма по возмущению. 

Пример. Пусть необходимо обеспечить 
астатизм по задающему воздействию и по 
возмущению объекта, структура которого при-
ведена на рис. 5.  Задающее воздействие яв-
ляется линейно нарастающим сигналом 

0( ) 1y t t  , возмущение – ступенчатым сигна-

лом ( ) 1( )f t t . При приложении ступенчатого 

задающего воздействия необходим апериоди-
ческий переходный процесс длительно-
стью не выше 0,2 с. 
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Рис. 5 

 
Передаточная функция объекта имеет вид 
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Используя возможности неминимальных 
регуляторов и учитывая высшую из требуемых 

степеней астатизма  = 2 (для обеспечения 
нулевой ошибки при линейно нарастающем 
задающем воздействии), примем 

deg ( ) deg ( ) 1 3R s A s     , тогда, согласно 

(7), можно обеспечить произвольное задание 
двух коэффициентов регулятора: 

deg ( ) (deg ( ) 1) 3 1 2.k R s A s       

В нашем случае для обеспечения требуе-
мых астатических свойств зададим c0 = c1 = 0. 

Примем для технически реализуемого 

регулятора deg ( ) deg ( ) 3C s R s  , тогда, со-

гласно (1), deg ( ) 5D s  . Задавшись для обес-

печения необходимого быстродействия значе-

нием среднегеометрического корня 1

0 50 c   

полинома Ньютона 5
0( ) ( )D s s   и решив 

уравнение синтеза, получим передаточную 
функцию регулятора: 

3 2
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( ) 240
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Матрицы векторно-матричного описания 

управляющего устройства будут иметь сле-
дующий вид: 
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Структурная схема САУ приведена на 
рис. 6,а. 

Введение ошибки регулирования 

0( ) ( ) ( )s y s y s    позволяет придать САУ 

окончательный вид (рис. 6, б). Переходные 

процессы по ошибке регулирования в САУ при 
приложении задающего воздействия вида 

0( ) 1y t t   в нулевой момент времени  и воз-

мущающего воздействия в виде ступенчатого 
сигнала f(t) = 1(t) в момент времени 1 с приве-
дены на рис. 7. 

Дальнейшее упрощение структуры  аста-
тического регулятора можно провести, если 
принять во внимание равенство по модулю 
некоторых коэффициентов регулятора. Окон-
чательная структурная схема приведена на 
рис. 6,б. 
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Выводы 
 
Предложенный способ редукции поли-

номиального регулятора основан на эквива-
лентных структурных преобразованиях и по-
зволяет снизить его порядок без изменения 
качества переходных процессов.  

Отличительной особенностью предло-
женного способа редукции является отсутст-
вие необходимости пересчета коэффициентов 
полиномов передаточной функции регулятора, 
полученного на основе эквивалентных струк-
турных преобразований. 

Использование предложенного способа 
позволяет проводить редукцию регулятора и в 
случае синтеза следящих систем, в которых 
требуемая степень астатизма по управлению 
обеспечивается совокупным использованием 
интеграторов в контуре управления и соответ-
ствующих коэффициентов полинома Q(s) пре-
фильтра. 
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