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Авторское резюме 
 

Состояние вопроса. Из литературных источников известны модели многопоточных теплообменных аппаратов без 
учета возможного в них фазового перехода в теплоносителях. Однако в ряде случаев, например в многопоточных 
теплообменных аппаратах, предназначенных для утилизации влаги и тепловой энергии дымовых газов тепловых 
электрических станций, водяные пары при конденсации меняют фазовое состояние. Отсутствие методов расчета 
таких аппаратов во многом сдерживает разработку и реализацию обоснованных технологических решений. Таким 
образом, развитие моделирования многопоточных теплообменных аппаратов на случай описания фазового пере-
хода в теплоносителях является актуальной задачей для энергетической и смежных отраслей промышленности. 
Материалы и методы. Построение модели для многопоточных теплообменных аппаратов с учетом фазового 
перехода в теплоносителях выполнено в виде системы дифференциальных уравнений, составленных на ос-
нове теплового баланса для каждого потока теплоносителя. Аналитическое решение системы линейных диф-
ференциальных уравнений получено методом пробных функций, численное решение этой же системы найде-
но методом Рунге-Кутта. 
Результаты. Разработано математическое описание многопоточного теплообменного аппарата с учетом фазового 
перехода в теплоносителях. Найдены и проанализированы аналитические и численные решения для контактного 
теплообменного аппарата, используемого для утилизации влаги и тепловой энергии из дымовых газов тепловых 
электрических станций. Показаны возможности проведения проектных расчетов в рамках предложенной модели. 
Выводы. Разработанная математическая модель служит основой для создания более эффективных методов 
организации процессов теплопередачи в технологических установках различного назначения с произвольным 
числом теплоносителей с учетом фазового перехода в теплоносителях. 
 
Ключевые слова: теплопередача, поток теплоносителей, фазовый переход, модель многопоточных теплооб-
менников, аналитическое решение, численное решение 
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Abstract 

 
Background. The models of multi-flow heat exchangers described in literature sources do not take into account possible 
phase transition in heat carriers. However, in a number of cases, for example, in multi-flow heat exchangers for utilization 
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of moisture and thermal energy from flue gases at thermal power plants, condensing water vapor changes the phase 
state. The fact that there are no methods for calculating such devices puts the brakes on the development of effective 
technological solutions. Thus, the development of modeling of multi-flow heat exchangers for describing the phase 
transition in the heat carriers is an urgent problem for the energy and related industries. 
Materials and methods. The model for multi-flow heat exchangers taking into account the phase transition in heat 
carriers has been constructed as a set of differential equations based on the heat balance for each of the heat carrier 
flows. The analytical solution to the system of the linear differential equations was obtained by the trial function method, 
the numerical solution to the same system was found by the Runge-Kutta method. 
Results. We have developed a mathematical description of a multi-flow heat exchanger taking into account the phase 
transformation in heat carriers. We have also found and studied analytical and numerical solutions for the contact heat 
exchanger for moisture and heat energy utilization from flue gases of TPPs, and shown the possibilities of making design 
calculations in the framework of the proposed model. 
Conclusions. The developed mathematical model can be used as the basis for more efficient methods of organizing 
heat transfer processes in technological equipment used for various purposes with an arbitrary number of heat carriers 
taking into account phase transition in them. 
 
Key words: heat transfer, heat carrier flow, phase transition, multi-flow heat exchanger model, analytical solution, 
numerical solution 
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Введение. Под многопоточными тепло-
обменными аппаратами будем понимать тепло-
обменники с числом теплоносителей больше 
двух. Ранее нами [1] рассмотрена задача опи-
сания многопоточных теплообменных аппаратов 
поверхностного типа без учета возможного фа-
зового перехода в теплоносителях. Ниже пред-
лагается развитие данного подхода на случай 
описания фазового перехода в теплоносителях 
применительно к контактным теплообменникам, 
предназначенным для утилизации влаги и теп-
ловой энергии дымовых газов ТЭС [2–6]. Влаго-
содержание дымовых газов в зависимости от 
вида сжигаемого топлива и его начальной 
влажности колеблется от 10 до 238 г/кг с.г. Теп-
лота конденсации водяных паров в дымовых 
газах составляет от 1 до 21 % теплоты сгорания 
топлива [7]. Следует отметить, что снижение 
температуры уходящих газов при сжигании се-
росодержащих видов топлива во многом сдер-
живается конденсацией водяных паров из ды-
мовых газов с образованием серной кислоты4, 
которая вызывает интенсивную коррозию тракта 
уходящих газов. Исследования, представлен-
ные ниже, в первую очередь актуальны для ко-
тельных установок, сжигающих газ с низким со-
держанием серы.  

Для утилизации влаги из дымовых газов 
необходим перевод водяных паров в жидкое 
состояние. Многопоточность теплообменного 
аппарата в данном случае обусловливается на-
личием как минимум трех теплоносителей: су-
хих дымовых газов, водяных паров и охлаж-
дающей воды. В энергетике решение проблемы 
утилизации влаги и тепловой энергии дымовых 
газов ТЭС во многом сдерживается отсутствием 
инженерных методов расчета многопоточных 
теплообменных аппаратов с возможным фазо-
вым переходом в теплоносителях [2, 8–13]. Та-
                                                           
4 Тепловой расчет котлов (Нормативный метод). – 
СПб.: ЦКТИ, 1998. – 258 с. 
 

ким образом, моделирование многопоточных 
теплообменных аппаратов с учетом фазового 
перехода в теплоносителях является актуаль-
ной задачей для энергетики. 

Объектом исследования является тепло-
обменный аппарат, предназначенный для охла-
ждения газов и конденсации водяных паров ды-
мовых газов ТЭС. 

Предметом исследований является мате-
матическая модель и метод расчета многопоточ-
ных теплообменных аппаратов с учетом фазово-
го перехода в теплоносителях. 

Целью исследования является моделиро-
вание многопоточного процесса теплообмена с 
учетом возможного фазового перехода в тепло-
носителях для определения наиболее эффек-
тивных конструкций и режимов работы теплооб-
менных установок для утилизации влаги дымо-
вых газов ТЭС.  

Методы исследования. Для исследова-
ния процесса многопоточной теплопередачи ис-
пользуются методы математического моделиро-
вания, для решения полученной в ходе модели-
рования системы дифференциальных уравнений 
применяются методы высшей и прикладной ма-
тематики. 

Эскиз контактного теплообменного аппара-
та с указанием направления потоков движения 
теплоносителей представлен на рис. 1. Следует 
отметить, что в зависимости от потребности 
электрической станции в воде и тепловой энер-
гии через установку может пропускаться как весь 
дымовой газ, так и какая-то его часть [3]. 

Направления движения потоков дымовых 
газов, водяных паров, охлаждающей воды и кон-
денсата показаны на рис. 1 стрелками. Движение 
охлаждающей воды условно изображено на эс-
кизе в виде струй, хотя на самом деле вода в 
разных типах контактных аппаратов может раз-
брызгиваться в виде капель или стекать в виде 
пленки. 
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Рис. 1. Эскиз многопоточного контактного теплообмен-
ника с указанием направления движения потоков теп-
лоносителей 

 
В модели вид поверхности раздела фаз 

обусловливает подход для определения площа-
ди теплообмена. При разработке математиче-
ской модели выделяются три теплоносителя: 
дымовые газы, водяные пары и охлаждающая 
вода. Обычно при технологических расчетах [2] 
дымовые газы и водяные пары рассматриваются 
как один поток в виде смеси газов с усредненны-
ми параметрами. Однако при таком модельном 
представлении сложно отследить кинетику кон-
денсации водяных паров в указанной смеси, так 
как один компонент (водяные пары) меняет свое 
фазовое состояние, а второй компонент (сухие 
дымовые газы) не меняет своего фазового со-
стояния. Выделение водяных паров в отдельный 
поток позволяет раздельно описывать конденса-

цию водяных паров и охлаждение дымовых газов 
в рамках единого подхода.  

Для построения модели разработана рас-
четная схема процесса, представленная на рис. 2 
с указанием направления движения потоков теп-
лоносителей. Рассматривается стационарный 
установившийся процесс теплопередачи, т. е. 
переходные процессы не учитываются. В качест-
ве определяющей координаты процесса выбрана 
площадь поверхности теплообмена F, направле-
ние оси для которой показано на рис. 2. Считает-
ся, что каждый теплоноситель двигается по сво-
ему каналу, соответственно смешения потоков в 
ходе процесса теплообмена не происходит, а 
сразу на выходе из аппарата потоки конденсата и 
охлаждающей воды смешиваются. То есть про-
цессы теплообмена и массообмена условно раз-
биваются на два последовательно протекающих 
процесса: сначала описывается процесс тепло-
обмена, затем моделируется процесс массооб-
мена путем смешивания полученного конденсата 
с охлаждающей водой. С учетом того, что тепло-
та конденсации на два–три порядка выше тепло-
емкости воды, такое допущение приемлемо для 
проведения инженерных расчетов [14]. 

Рис. 2. Расчетная схема трехпоточного теплообменно-
го аппарата с указанием направления движения пото-
ков теплоносителей и потоков передачи тепловой 
энергии 

 
При построении модели также считается, 

что теплообмен реализуется через поверхность 
теплообмена, которая в струйном контактном 
теплообменнике определяется как суммарная 
поверхность водяных струй.  

Вывод системы дифференциальных 
уравнений для описания процесса многопоточ-
ной теплопередачи в аппарате поверхностного 
типа без фазового перехода в теплоносителях 
подробно рассмотрен нами ранее [1, 14, 15]. 
Изменение температуры для n теплоносителей 
вдоль поверхности теплообмена F описывается 
при этом системной из n однородных диффе-
ренциальных уравнений первого порядка. Для 
случая трех  теплоносителей (n = 3) при отсут-
ствии фазового перехода в теплоносителях вид 
указанной системы записывается следующим 
образом [18]: 

( )

1
1 1 1 2

2
2 1 2 3 2 3 3

3
4 2 4 3

,

,

,

dt
a t a t

dF
dt

a t a a t a t
dF
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a t a t
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где t1, t2, t3 – искомые температуры пара, сухих 
дымовых газов и охлаждающей воды соответст-
венно; a1 = K12/(c1G1), a2 = K12/(c2G2),  
a3 = K23/(c2G2), a4 = K23/(c3G3); с – удельная теп-
лоемкость; K – коэффициент теплопередачи; G – 
расход теплоносителя; одинарный индекс пока-
зывает номер теплоносителя, двойной индекс 
коэффициента теплопередачи соответствует но-
мерам теплоносителей, между которыми проис-
ходит теплопередача. 

Общее решение системы однородных 
дифференциальных уравнений (1) первого по-
рядка ищется в виде [16] 

1
e ,j

n
Fj

j
j
С λ ⋅

=

= ∑Т α                                                   (2) 

где Т  – вектор-столбец искомых температур; λ  – 
собственные числа; α –  собственные вектора 
матрицы A, составленной из известных коэффи-
циентов правых частей системы (1); С – посто-
янные интегрирования, значения которых оп-
ределяются из начальных условий: F = F0,  
t1 = t10, t2 = t20, t3 = t30. 

Результаты аналитического решения сис-
темы (1) для тестового примера при начальных 
условиях F0 = 0; t10 = 110 оC; t20 = 110 оC; t30 = 30 оC 
приведены на рис. 3 в виде графиков зависимо-
сти температуры теплоносителя от площади те-
плообмена. На этом же рисунке показаны ре-
зультаты численного решения данной системы 
методом Рунге- Кутта 4 порядка [17].  

 
 

Рис. 3. Аналитические (точки) и численные (линии) 
зависимости температуры теплоносителя от площади 
теплообмена без учета фазового перехода в теплоно-
сителях: 1 – пар; 2 – дымовые газы; 3 – охлаждающая 
вода 

 
Сопоставление результатов численного и 

аналитического решений системы (1) показывает 
их практическое совпадение, что подтверждает 
правильность полученных решений, с одной сто-
роны, и позволяет использовать любой из ис-
пользованных методов для решения уравнений 

модели, с другой. Анализ приведенных на рис. 3 
зависимостей также показывает, что снижение 
температуры пара в рамках модели (1) происхо-
дит монотонно, т. е. модель (1) не описывает фа-
зовый переход при конденсации пара, при кото-
ром обычно температура пара сохраняет практи-
чески постоянное значение. Кроме этого, темпе-
ратуры дымовых газов и пара (рис. 3) различа-
ются, хотя в реальных условиях за счет интен-
сивного перемешивания в контактном теплооб-
меннике такой разницы быть не должно. Для уст-
ранения указанных недостатков была разработа-
на новая модель многопоточного теплообмена, 
которая позволяет учитывать фазовый переход в 
теплоносителе. Различия температуры дымовых 
газов и водяных паров были устранены подбо-
ром соответствующего коэффициента теплопе-
редачи между этими теплоносителями. Новая 
модель была получена на основании тепловых 
балансов на элементарном участке теплообмена 
[14, 15]. Полученная система дифференциаль-
ных уравнений, описывающая фазовый переход 
в первом теплоносителе, записывается в сле-
дующем виде: 

( )

1
1 1 1 2

2
2 1 2 3 2 3 3

3
4 2 4 3

,

,

,

n

n

x
a t a t

dF
dt

a t a a t a t
dF
dt

a t a t
dF

 = − +

 = − + +



= −


                           (3)  

где ( )1 12 1/a K r G= ⋅ , r – удельная теплота паро-
образования; 1nt – температура насыщения воды 
и водяного пара [8]; х1 – степень сухости пара, 
которая показывает массовую долю несконден-
сированного пара от исходной массы водяных 
паров в дымовых газах. Следует отметить, что 
модели (1) и (3) описывают изменение парамет-
ров теплоносителей в разных диапазонах значе-
ний температуры теплоносителя: первая до, а 
вторая после достижения паром температуры 
насыщения. При проведении компьютерных рас-
четов переход с одной модели на другую реали-
зуется на уровне алгоритма при достижении па-
ром состояния насыщения. 

Для демонстрации прогностических воз-
можностей модели рассматривается практиче-
ский пример расчета утилизации влаги из дымо-
вых газов применительно к блоку 800 МВт при 
сжигании природного газа. Значения расходов, 
теплоемкостей и начальных температур тепло-
носителей, которые были использованы при рас-
чете, приведены в таблице.  

Температура насыщения водяных паров 
дымовых газов при соответствующем парциаль-
ном давлении составила tn1 = 46,9 оС.  
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Исходные данные для расчетного примера 
 
Параметр Теплоноситель 

водяной 
пар 

дымо-
вые газы 

охлаждаю-
щая вода 

Расход G, кг/с 20,6   657,2   2143,3   

Теплоемкость 
с, Дж/кг К 

2000 1000 4187 

Температура 
на входе t, оC 67,6 67,6 40 

 
Результаты исследования. Для проведе-

ния расчетных исследований разработаны алго-
ритм и компьютерная программа для его реали-
зации в пакете Матлаб. Результаты расчетного 
анализа, проведенного в рамках предложенных 
моделей (1), (3), представлены на рис. 4 в виде 
зависимостей изменения температуры (рис. 4,а) 
и степени сухости (рис. 4,б) теплоносителей 
вдоль поверхности теплообмена. При достиже-
нии водяными парами температуры насыщения 
(рис. 4,а, кривая 1) происходит смена расчетной 
модели (1) на модель (3), при этом начинается 
конденсация водяных паров и температура во-
дяных паров и газа практически перестает изме-
няться. 
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                                       б) 
Рис. 4. Зависимости температуры теплоносителей (а) 
и степени сухости пара (б) от площади теплообмена с 
учетом фазового перехода при конденсации пара: 1 – 
пар и конденсат; 2 – дымовые газы; 3 – охлаждающая 
вода 

 
Анализ зависимости на рис. 4,б позволяет 

определить поверхность теплообмена, при кото-
рой весь пар переходит в воду. Полученные ре-
зультаты позволяют провести анализ эффектив-
ности процесса теплопередачи для рассмотрен-
ных условий охлаждения дымовых газов для 
обеспечения утилизации влаги в нужных объе-
мах. Выполненный расчетный анализ показал, 
что найденное решение системы (3) позволяет 
отследить изменение температуры теплоносите-
лей и долю сконденсированного пара в каждой 
точке теплообменника и тем самым выбрать кон-

струкцию и режимы функционирования контакт-
ного теплообменного аппарата. Следует отме-
тить, что собственно вопросы проектирования 
аппарата и выбора технологических условий, ко-
торые обеспечивают необходимую площадь теп-
лообмена, выходят за рамки данной статьи. Так-
же следует отметить, что в представленной мо-
дели не учитывается возможное изменение тем-
пературы насыщения водяных паров за счет из-
менения парциального давления водяных паров 
при их конденсации. Оценку влияния указанного 
фактора на результаты расчета планируется вы-
полнить путем позонного расчета контактного 
аппарата, считая для каждой зоны температуру 
насыщения постоянной. 

Выводы. Предложенное математическое 
описание многопоточных теплообменных аппа-
ратов в виде системы линейных дифференци-
альных уравнений позволяет учитывать фазовый 
переход в горячем теплоносителе. Анализ полу-
ченных результатов позволяет в свою очередь 
определить конструкцию теплообменного аппа-
рата для получения нужного количества конден-
сата или заданного снижения температуры ухо-
дящих газов. Разработанная математическая 
модель служит основой для создания более эф-
фективных методов организации процессов теп-
лопередачи в технологических установках раз-
личного назначения с произвольным числом теп-
лоносителей с учетом фазового перехода. 
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