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Моделирование тепловых процессов с использованием электрических 
схем замещения в цифровых двойниках технических устройств1 

 

Авторское резюме 
 
Состояние вопроса. Одно из перспективных направлений цифровизации экономики сегодня связы-
вают с понятием цифровых двойников технических систем. Интерес представляют, в частности, циф-
ровые двойники, которые строятся на основе имитационных моделей технических устройств, калиб-
руемых по результатам экспериментальных исследований на реальном устройстве. Такие модели 
позволяют осуществлять превентивный анализ последствий эксплуатации данных устройств в раз-
личных режимах. При этом возникает проблема построения параметрически связанных моделей фи-
зических процессов различной природы, лежащих в основе принципов функционирования данных 
устройств. В настоящее время для этих целей используются пакеты имитационного моделирования, 
наиболее популярным из которых является MatLab Simulink. Однако не все подобные пакеты предо-
ставляют средства для работы с цепными моделями всех интересующих пользователя физических 
процессов. В связи с этим актуальной является разработка способа построения цифровых двойников 
технических устройств с использованием моделей произвольных физических процессов (в частности, 
тепловых) на основе электрических схем замещения, что унифицирует задачу моделирования про-
цессов на основе теории цепей.  
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Материалы и методы. При разработке способа построения цифровых двойников использовано яв-
ление изоморфизма уравнений физических процессов на основе теории цепей, построенной на осно-
ве теории обыкновенных дифференциальных уравнений. Моделирование осуществлено в среде 
MatLab Simulink с использованием библиотеки моделирования физических процессов SimScape. При 
моделировании приняты допущения, типичные для теории цепей. 
Результаты. Разработан способ построения имитационных моделей, основанный на использовании 
электрических схем замещения физических процессов произвольной природы. В отличие от суще-
ствующих подходов, где метод аналогии используется главным образом для моделирования одного 
из процессов, интересующих исследователя, предлагается создавать единую связанную модель всех 
физических процессов, лежащих в основе функционирования данного класса устройств, что позволит 
снизить уровень требований к системам имитационного моделирования, ограничив запрашиваемый 
функционал этих систем лишь электрическими цепями.  
Выводы. Предложенный способ может быть положен в основу создания цифровых двойников техни-
ческих устройств, позволяющих имитировать их работу в произвольных режимах с учетом множества 
связанных факторов различной физической природы.  
 
Ключевые слова: цифровые двойники, изоморфизм уравнений, теория цепей, обыкновенные диф-
ференциальные уравнения, имитационные модели 
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Modeling thermal processes using electrical equivalent circuits  

in digital twins of technical devices 
 
Abstract  

 
Background. One of the promising areas of digitalization of the economy today is associated with the con-
cept of digital twins of technical systems. Digital twins based on simulation models of technical devices, 
which are calibrated according to the results of experimental studies on a real-time device are of great inter-
est. Such models allow us to conduct preventive analysis of the operation consequences of these devices in 
various modes. Thus, a problem occurs to develop parametrically coupled models of physical processes of 
various natures that underlie the principles of operation of these devices. Currently, for these purposes, sim-
ulation software packages are used. MatLab Simulink software is the most popular one. However, not all 
such software packages provide tools to work with chain models of all physical processes that are of the us-
er interest. Thus, the purpose of this article is to develop methods to construct digital twins of technical de-
vices using models of arbitrary physical processes (in particular, thermal) based on electrical equivalent cir-
cuits. It unifies the task of modeling processes based on circuit theory.  
Materials and methods. To develop the method to construct digital twins, the authors have applied the 
phenomenon of isomorphism of equations of physical processes based on the theory of circuits that is based 
on the theory of ordinary differential equations. The simulation has been carried out in the MatLab Simulink 
environment using the SimScape library for modeling physical processes. Assumptions typical for circuit the-
ory are made during simulation. 
Results. A method has been developed to construct simulation models based on the use of electrical equiv-
alent circuits of physical processes of an arbitrary nature. In contrast to existing approaches, where the anal-
ogy method is used to simulate one of the processes of the researcher interest, it is proposed to develop a 
single integrated model of all physical processes underlying the operation of this class of devices. It will re-
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duce the level of requirements for simulation systems by limiting the requested functionality of these systems 
to electrical circuits only. 
Conclusions. The proposed method can be used as the basis for the development of digital twins of tech-
nical devices that allow simulating their operation in arbitrary modes, considering a variety of related factors 
of different physical nature.  
 
Key words: digital twins, isomorphism of equations, circuit theory, ordinary differential equations, simulation 
models 
 
DOI: 10.17588/2072-2672.2021.5.051-059 
 

Введение. Одним из наиболее заме-
чательных качеств природных процессов 
является изоморфизм, суть которого со-
стоит в том, что разные по природе явле-
ния могут быть описаны одинаковыми по 
форме уравнениями. Модели, построенные 
на основе изоморфизма уравнений, полу-
чили название аналогий [1, 2]. Надо отме-
тить, что метод аналогий играл и продол-
жает играть большую роль в развитии фи-
зики [3, 4] и техники [5, 6].  

Наиболее характерным примером в 
этом смысле является математический ап-
парат обыкновенных дифференциальных 
уравнений (ОДУ), описывающий переход-
ные процессы произвольной природы, да-
же если эти процессы относятся к живым 
или даже идеальным системам (например, 
популяционные волны в экосистемах). Это 
позволяет, в частности, использовать дан-
ный аппарат, например, в теории автома-
тического управления, полностью абстра-
гируясь от принципов функционирования 
конкретных объектов управления. 

Наиболее полно и детально исполь-
зование аппарата ОДУ отработано в тео-
рии электрических цепей. Поэтому модели 
физических процессов, основанные на ма-
тематическом аппарате ОДУ, часто назы-
вают цепными моделями. При этом имеет 
смысл говорить о тепловых, гидравличе-
ских, пневматических, механических, маг-
нитных цепях и т.п. – любой физический 
процесс в произвольной технической си-
стеме может быть описан в терминах и с 
использованием аппарата теории цепей. 

Одним из наиболее популярных паке-
тов, используемых для компьютерной ими-
тации физических цепей, является MatLab 
Simulink, предоставляющий пользователям 
богатый набор библиотек для решения кон-
кретных прикладных задач практически из 
любой области инженерных наук. В частно-
сти, для моделирования физических процес-
сов на основе теории цепей в пакете Simulink 
используется библиотека SimScape, в со-

став которой входят узкоспециализиро-
ванные библиотеки моделирования про-
цессов в терминах конкретной области 
физики (электричество, термодинамика, 
гидравлика и т.п.) [7].  

Существуют также и бесплатные ана-
логи пакета MatLab Simulink, например 
SciLab Xcos [8]. Данный пакет также позво-
ляет имитировать работу цепей, но только 
электрических. И этого вполне достаточно 
для расчета процессов произвольной при-
роды, так как благодаря упомянутому изо-
морфизму можно построить электрическую 
схему замещения любого физического 
процесса [9], в том числе термодинамиче-
ского [10]. А так как теория электрических 
цепей оказывается наиболее отработан-
ной, то зачастую более рационально ис-
пользовать именно электрические схемы 
замещения, чем решать задачи в терминах 
конкретных физических цепей. 

Особенно полезно знать об этом спе-
циалистам в области электротехники, кото-
рым в силу специфики функционирования 
электротехнических устройств приходится 
решать задачи теплообмена, вентиляции, 
гидравлики и т.п. в условиях дефицита зна-
ний и опыта в данных разделах физики. При 
этом теорию электрических цепей данные 
специалисты, как правило, знают очень хо-
рошо. Полезно это и специалистам из дру-
гих областей техники, например теплотех-
никам, так как использование мощного ап-
парата электрических цепей при моделиро-
вании тепловых систем зачастую позволяет 
существенно облегчить формализацию и 
решение задач. В случаях, когда техниче-
ская система функционирует на основе 
комбинации множества процессов различ-
ной природы, аппарат моделирования этих 
процессов на основе электрических схем 
замещения оказывается незаменимым. 

Рассмотрим конкретный пример мо-
делирования с использованием электриче-
ских схем замещения процессов теплопе-
редачи в таких технических устройствах, 
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как электрические машины и трансформа-
торы. Будем использовать для этого попу-
лярную библиотеку моделирования элек-
трических цепей MatLab SimScape 
SimPowerSystem.  

Методы исследования. Как извест-
но, процесс теплопроводности в твердых 
телах описывается законом Фурье 

q T  ,               (1) 

где q – удельный тепловой поток;  – 
удельная теплопроводность; Т – темпера-

тура;   – дифференциальный оператор 

(набла): 

i j k
x x x

  
   

  
.             (2) 

Для частного случая одномерной теп-
лопроводности получаем 

1 2T TdT
q

dx x x

 
     

 
,                        (3) 

где  – перепад температур. 
Данное выражение можно привести к 

виду  

T

S
Q qS

x R

 
   


,                         (4) 

аналогичному виду закона Ома для элек-
трической цепи:  

T

Q
R


 ,               (5) 

где Q – тепловой поток; S – площадь, через 
которую проходит тепловой поток; RТ – 
тепловое сопротивление теплопроводно-
сти, которое вычисляется по формуле 

1
T

x
R

S





,               (6) 

аналогичной формуле для расчета элек-
трического сопротивления: 

п п
Э

п п

1
R

S S
  


,              (7) 

где  и  – удельное электрическое сопро-
тивление и удельная электропроводность 
проводника соответственно; п  и Sп – длина 

и сечение проводника соответственно. 
Процесс конвективного теплообмена 

с охлаждающей средой описывается зако-
ном Ньютона–Рихмана: 

п c( )
Q

q T T
S

       ,             (8) 

где  – коэффициент теплоотдачи поверх-

ности;  – превышение температуры охла-
ждаемой поверхности Тп над температурой 
охлаждающей среды Tс. 

Выражение (8) также приводится к 
виду (5), аналогичному закону Ома: 

T

Q qS S
R


     .                         (9) 

Тепловое сопротивление теплоотдачи 
при этом вычисляется по формуле 

1
TR

S



1
TR

S



,            (10) 

что аналогично электрическому сопротив-
лению растекания электрического тока. 

Для моделирования тепловых про-
цессов во времени используем уравнение 
остывания/нагрева однородного тела:  

Qdt cm d S dt   ,           (11) 

где t – время; с – удельная теплоемкость; 
m – масса. 

Представим данное уравнение в виде 

 
1

d Q S dt
cm

               (12) 

или 

1

т т

d Q dt
C R

 
   

 
,           (13) 

где Ст = cm – теплоемкость однородного 
тела. 

Это уравнение совпадает по форме с 
уравнением электрической цепи, представ-
ленной на рис. 1: 

1 U
dU I dt

C R

 
  

 
,                                      (14) 

где U – напряжение на элементах схемы;  
С – электроемкость конденсатора; I – ис-
точник тока; R – электрическое сопротив-
ление. 

 
Рис. 1. Электрическая схема замещения участ-
ка тепловой цепи 
 

В соответствии с первой теоремой 
подобия, два явления, описываемые изо-
морфными уравнениями, могут быть по-
добными при выполнении определенных 
условий, которые называются условиями 
подобия и представляют собой построен-
ную по определенным правилам систему 
алгебраических уравнений, в которую вхо-
дят величины, называемые масштабами 
подобия [11, 12].  
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Следует отметить, что условия подо-
бия автоматически соблюдаются, если все 
масштабы подобия принять равными едини-
це. При моделировании тепловых процессов 
с использованием реальных электрических 
цепей выполнение такого требования воз-
можно лишь в немногих частных случаях, так 
как это может потребовать наличия элемен-
тов (конденсаторов, резисторов, источников 
тока) с нереализуемыми номиналами 
(например, конденсаторов емкостью в не-
сколько фарад или сотен фарад). Однако 
при моделировании с использованием симу-
ляторов типа MatLab Simulink данная про-
блема решается без особых трудностей (не 
считая случаев, когда построенная электри-
ческая цепь предполагает возникновение 
большой численной погрешности при инте-
грировании итоговой ОДУ по времени). 

В качестве примера рассмотрим про-
стейшую тепловую цепь [13], с помощью 
которой моделируются тепловые процессы 
в однофазном трансформаторе малой 
мощности (рис. 2). 
 

 

Рис. 2. Упрощенная тепловая цепь однофазно-
го трансформатора 
 

Здесь P0 – источник теплопотерь в 
железном сердечнике (потери холостого 
хода); P1 и P2 – электрические потери в 
первичной и вторичной обмотках соответ-
ственно; RТСВ – тепловое сопротивление 
теплоотдачи с поверхности сердечника к 
окружающему воздуху; RТС1 – тепловое со-
противление теплопроводности от сердеч-
ника к первичной обмотке через изоляцию; 
RТ12 – тепловое сопротивление теплопро-
водности от первичной обмотки к вторич-
ной через изоляцию; RТ2В – тепловое сопро-
тивление теплоотдачи с поверхности вто-
ричной обмотки к окружающему воздуху. В 
первом приближении считаем, что желез-
ный сердечник и медные обмотки обладают 
нулевым тепловым сопротивлением. 

Электрическая схема замещения 
данной тепловой цепи с учетом рис. 1 име-
ет вид, представленный на рис. 3. 

При переходе от тепловой цепи, пред-
ставленной на рис. 2, к электрической схеме 
замещения, представленной на рис. 3, теп-
ловые сопротивления заменяются электри-
ческими без изменения топологии цепи. 
При этом номиналы электрических сопро-

тивлений численно равны номиналам со-
ответствующих электрических сопротивле-
ний. Вместо источников теплового потока в 
эквивалентной электрической цепи ставит-
ся узел, в который входит ветвь от источ-
ника тока с тем же численным значением 
номинала, что и у источника теплопотерь. 
При этом свободный вывод источника тока 
заземляется. К узлам, соответствующим 
массивным элементам с заданной тепло-
емкостью присоединяются конденсаторы с 
электроемкостями, численно равными со-
ответствующим теплоемкостям. 

 

Рис. 3. Электрическая схема замещения упро-
щенной тепловой цепи однофазного трансфор-
матора 

 

Модель однофазного трансформатора, 
созданная в среде MatLab Simulink, которая 
может быть использована в качестве его 
цифрового двойника, приведена на рис. 4. 

 

Рис. 4. Модель однофазного трансформатора с 
возможностью расчета тепловых процессов 
 

Верхняя часть модели (рис. 4) соот-
ветствует физике процессов электромаг-
нитного преобразования энергии в одно-
фазном трансформаторе. Мгновенные зна-
чения токов в обмотках и ветви намагничи-
вания используются для расчета соответ-
ствующих теплопотерь. Данные численные 
значения поставляются в качестве номи-
налов управляемых источников тока, ими-
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тирующих источники тепла в электрической 
схеме замещения тепловых процессов, 
представленной в нижней части рис. 4. 

Так как тепловые процессы в транс-
форматоре обладают существенно боль-
шей инерцией, чем электромагнитные, ем-
кости, соответствующие теплоемкостям 
тепловой цепи, искусственно завышены с 
10000 раз, что соответствует масштабиро-
ванию переходного процесса в тепловой 
цепи по оси времени. Так, на рис. 5 приве-
ден результат расчета нагрева трансфор-
матора при включении его на нагрузку из 
холодного состояния. Анализ результатов 
показывает, что переходные процессы 
полностью затухают примерно через 3 с, 
что с учетом масштаба по времени соот-
ветствует 30000 с. 

Результаты исследований. В каче-
стве результатов исследования рассмот-
рим модель машины постоянного тока, ко-
торая может быть использована в качестве 
ее цифрового двойника, позволяющего 
сымитировать с большой точностью как 
процессы электромеханического преобра-
зования энергии, так и процессы нагрева и 
охлаждения. Особенно полезна данная 
модель при принятии решений, касающих-
ся возможности эксплуатации данной ма-
шины в различных режимах с изначально 
неясными последствиями, например для 
анализа теплового состояния машины при 

работе с перегрузками в повторно-
коротковременном режиме. 

 

 

 
Рис. 5. Кривые изменения во времени темпера-
туры первичной и вторичной обмоток транс-
форматора в масштабе времени 1:10000 

 

Имитационная модель машины при-
ведена на рис. 6. Для моделирования элек-
трической цепи машины здесь использова-
на библиотека SimPowerSystem, входящая 
в состав MatLab Simulinke SimScape. Для 
моделирования механических процессов 
используются (по выбору) две библиотеки: 
SimScape – Foundation Library – Mechanical 
и SimScape SimMechanics. Для моделиро-
вания тепловых процессов в статоре и яко-
ре используется библиотека SimScape – 
Foundation Library – Thermal.  

 
 

Рис. 6. Имитационная модель электромагнитных, механических и тепловых процессов в машине по-
стоянного тока в MatLab Simulinke SimScape 
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Математические вычисления осу-
ществляются с использованием аппарата 
структурных схем, являющегося базовым 
функционалом Simulink. Все библиотеки свя-
заны друг с другом в рамках единой модели 
с помощью интерфейсных блоков-
конверторов PS_S и S_PS. 

Как отмечалось, данный подход, ос-
нованный на использовании моделей, 
формализуемых в терминах конкретных 
технических дисциплин, возможен в рамках 
пакета MartLab Simulink, но при использо-
вании других популярных и менее дорого-
стоящих пакетов имитации цепей более 
целесообразно использовать электриче-
ские схемы замещения различных физиче-
ских процессов.  

Так, на рис. 7 приведена электриче-
ская схема замещения машины постоянно-
го тока, построенная на основе схемы, при-
веденной на рис. 6. Здесь электрической 
цепью представлена не только тепловая 
часть модели (правая часть схемы), но и 
механическая цепь (нижняя левая часть 
схемы), представленная активным сопро-
тивлением Rm, которое соответствует вяз-
кому трению (вентиляторная нагрузка), и 
индуктивностью J, которая соответствует 
моменту инерции на валу. Момент внешней 
нагрузки на валу представлен математиче-
ским блоком Mн.   

Обе модели (рис. 6 и рис. 7) дают 
один и тот же результат, представленный 
на рис. 8 и 9.  

 

 
 
Рис. 7. Имитационная модель электромагнитных, механических и тепловых процессов в машине по-
стоянного тока в MatLab Simulinke SimPowrSystem 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 8. Результат расчета электромеханической 
части модели: ток возбуждения, ток якоря, ча-
стота вращения якоря (масштаб по времени 
(горизонтальная ось) 1:1) 
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Рис. 9. Результат расчета температур различ-
ных узлов машины: обмотки статора, железа 
статора, корпуса, обмотки якоря, железа якоря 
(масштаб по времени 1:60) 
 

Использование сложных разветвлен-
ных электрических схем замещения позво-
ляет существенно повысить детальность 
моделируемых тепловых цепей, приблизив 
их по точности к полевым моделям, сохра-
нив при этом главное достоинство цепных 
моделей – быстродействие. Так, в [14]  при-
ведены результаты исследований возмож-
ности построения детальной схемы заме-
щения обмоток силового трансформатора, 
позволяющей получить картину распреде-
ления температуры по высоте обмотки, 
определив таким образом наиболее нагре-
тую точку обмотки. Комбинация таких моде-
лей с приведенным выше аппаратом ими-
тационного моделирования позволит выйти 
на новый уровень развития технологии 
цифровых двойников, включив в него, 
например, методы диагностики.  

Выводы. Использованный при раз-
работке способа построения имитационных 
моделей метод аналогий основан на явле-
нии изоморфизма обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, описывающих пе-
реходные физические процессы произ-

вольной природы. Использование при мо-
делировании электрических схем замеще-
ния физических процессов позволяет сни-
зить уровень требований к системам ими-
тационного моделирования, ограничив за-
прашиваемый функционал этих систем 
лишь электрическими цепями, с помощью 
которых предлагается создавать модели 
всех интересующих исследователя физи-
ческих процессов, лежащих в основе прин-
ципа функционирования данного класса 
устройств.  

Предложенный способ может быть 
положен в основу создания цифровых 
двойников технических устройств, позволя-
ющих имитировать их работу в произволь-
ных режимах с учетом множества связан-
ных факторов различной физической при-
роды. При моделировании приняты допу-
щения, типичные для теории цепей. 
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