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Матричный метод решения обратной задачи теплопередачи 
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Авторское резюме 
 

Состояние вопроса. Приоритетами государственной энергетической политики Российской Федера-
ции, в том числе, являются: переход к экологически чистой и ресурсосберегающей энергетике, раци-
ональное природопользование и энергетическая эффективность. Одним из направлений энергосбе-
режения является максимальное использование теплоты сгорания топлива с одновременным полу-
чением конденсата из продуктов сгорания природного газа. Несмотря на большое количество науч-
ных публикаций по утилизации тепла дымовых газов на большинстве газовых котельных, энергетиче-
ских предприятий и тепловых электрических станций, в нашей стране конденсационные теплоутили-
заторы не применяются. Этому есть ряд причин, вызванных отсутствием универсальных методик 
расчета и проектирования теплоутилизаторов конденсационного типа. В связи с этим разработка но-
вых методов моделирования многопоточных теплообменных аппаратов с учетом фазового перехода 
в теплоносителях является актуальной задачей для энергетики.  
Материалы и методы. Для решения обратной задачи теплопередачи в теплообменных аппаратах с 
учетом фазового перехода в теплоносителях использованы матричные модели теплопередачи, по-
строенные на уравнениях баланса массы и энергии. 
Результаты. Разработан метод расчета и выбора  конструкций многопоточных теплообменных аппа-
ратов с учетом фазового перехода в теплоносителях. Для иллюстрации эффективности предложен-
ного метода выполнено численное решение задачи по выбору конструкции контактного экономайзера 
парового котла ТЭС, используемого для утилизации тепла дымовых газов. 
Выводы. Предложенный  метод решения обратной задачи теплопередачи обеспечивает возмож-
ность одновременного поиска наиболее приемлемых  значений параметров теплоносителей и кон-
структивных характеристик теплообменных аппаратов различного назначения.  
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Matrix method to solve  
inverse problem of heat transfer in heat exchangers  

with phase transition in heat carriers 
 
Abstract 
 

Background. The transition to environmentally friendly and resource-saving energy, efficient use of natural 
resources and energy performance are the key priorities of the state energy policy of the Russian Federa-
tion. Maximum use of heat combustion of fuel and simultaneously production of condensate water of the 
combustion products of natural gas is one of the directions of energy saving policy. Despite many scientific 
papers on the issues of utilization of flue gas heat, condensation heat exchangers are not used in most gas 
boiler houses, energy power providers and thermal power plants in this country. And there are several rea-
sons to explain this fact due to the lack of universal methods to calculate and design condensation-type heat 
exchangers. Thus, the development of new methods to simulate multithreaded heat exchangers considering 
the phase transition in heat carriers is an urgent task of power engineering and industry sectors. 
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Materials and methods. Matrix models of heat transfer based on mass and energy balance equations are 
applied to solve the inverse problem of heat transfer in heat exchangers, considering the phase transition in 
heat carriers. 
Results. A method to calculate and select the designs of multi-threaded heat exchangers, considering the 
phase transition in heat carriers, has been developed. The author suggests a numerical solution to choose 
the design of a contact economizer of a heat power plant steam boiler used for heat recovery of flue gases to 
illustrate the effectiveness of the proposed method. 
Conclusions. The proposed method to solve the inverse problem of heat transfer provides the possibility to 
identify simultaneously the most acceptable values of the parameters of heat carriers and design character-
istics of heat exchangers for various purposes. 
 
Key words: inverse heat transfer problem, matrix model of heat transfer, phase transition, multithreaded 
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Введение. По способу использова-
ния математических моделей при прове-
дении теплотехнических расчетов можно 
выделить прямые и обратные задачи. 
Прямые задачи предполагают выполнение 
конструкторского или поверочного расче-
тов, которые в первом случае необходимы 
для определения поверхности теплообме-
на и конструктивных размеров выбранного 
аппарата, а во втором – для проверки 
возможности получения требуемых пара-
метров теплоносителей на выходе из теп-
лообменного аппарата при фиксирован-
ных конструктивных параметрах [1–3]. В 
обратных задачах реализуются проектные 
расчеты, которые ориентированы на одно-
временный подбор как конструктивных, так 
и режимных параметров работы теплооб-
менных аппаратов, обеспечивающих 
наиболее эффективную работу оборудо-
вания [1], что сокращает общее время и 
количество расчетов.  

Раннее [4] была рассмотрена задача 
решения обратной задачи теплопередачи 
в теплообменных аппаратах без фазового 
перехода. Ниже выполнено развитие дан-
ного подхода на случай учета фазового 
перехода в теплоносителях. Возможности 
матричного метода решения обратной за-
дачи теплопередачи продемонстрированы 
на примере контактных многопоточных 
теплообменников, используемых для ути-
лизации влаги и тепловой энергии дымо-
вых газов на ТЭС [5–10]. В качестве грею-
щих потоков теплоносителей в данных ап-
паратах выступают дымовые газы и водя-
ные пары, в качестве нагреваемого потока – 
охлаждающая вода. Объем водяных па-
ров, получаемых при сжигании 1 м3 при-
родного газа, составляет 2,1–2,5 м3. Кон-
денсация водяных паров из дымовых га-

зов позволяет увеличить КПД парового 
или водогрейного котла, а также получить 
дополнительный поток теплоносителя, ко-
торый может быть использован в тепловой 
схеме ТЭС или котельной. Внедрение в 
энергетике теплообменных аппаратов для 
утилизации тепла дымовых газов сдержи-
вается отсутствием методов расчета мно-
гопоточных теплообменных аппаратов с 
возможным фазовым переходом в тепло-
носителях. Таким образом, моделирова-
ние и расчет многопоточных теплообмен-
ных аппаратов с учетом фазового перехо-
да в теплоносителях являются для энер-
гетики актуальной задачей. 

Объектом исследования являются 
многопоточные теплообменные аппараты. 

Предметом исследований является 
метод решения обратной задачи теплопере-
дачи в многопоточных теплообменных аппа-
ратах с учетом фазового перехода в тепло-
носителях [2, 3, 11]. 

Целью исследования является опре-
деление наиболее эффективных конструк-
тивных и режимных характеристик много-
поточных теплообменных установок с фа-
зовым переходом теплоносителей.  

Методы исследования. Для реше-
ния обратной задачи теплопередачи с 
фазовым переходом теплоносителей ис-
пользуются математические модели теп-
лообмена, построенные на дифференци-
альных уравнениях баланса массы и 
энергии [11–14]. Для решения полученной 
в ходе моделирования системы диффе-
ренциальных уравнений применяются 
численные и аналитические методы, а 
также методы математического програм-
мирования [15–18]. 

Схема установки контактного тепло-
обменного аппарата представлен на рис. 1.  
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Рис. 1. Схема установки контактного экономай-
зера: 1 – входной газоход из конвективной ча-
сти котла; 2 – контактный экономайзер; 3 – кап-
леулавливающая насадка; 4 – слой рабочей 
насадки; 5 – вход сырой воды; 6 – фундамент; 
7 – водораспределитель из перфорированных 
труб; 8 – байпасный газоход 

Расчетная схема процесса теплопе-
редачи с фазовым переходом первого теп-
лоносителя и с указанием направления 
движения потоков теплоносителей пред-
ставлена на рис. 2. Поверхность нагрева 
разделена на две части: без фазового пе-
рехода (F1) и с фазовым переходом (F2). 
Принимается допущение, что потоки теп-
лоносителей двигаются по отдельным ка-
налам без перемешивания внутри аппара-
та. Смешение теплоносителей происходит 
на выходе из установки. 

Рис. 2. Расчетная схема трехпоточного тепло-
обменного аппарата с указанием направления 
движения потоков теплоносителей и потоков 
тепловой энергии за счет теплопередачи 

Разработка модели процесса осу-
ществляется в два этапа: на первом этапе 
происходит охлаждение дымовых газов без 
фазового перехода до точки росы, на вто-
ром – конденсация водяных паров. Мате-
матическая модель теплопередачи для 

первого этапа в виде системы трех диф-
ференциальных уравнений относительно 
температур водяных паров t1, дымовых га-
зов t2 и охлаждающей воды t3 при отсут-
ствии в них фазового перехода записыва-
ется следующим образом [13, 19]: 
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где K – коэффициент теплопередачи; с – 
удельная теплоемкость; G – расход тепло-

носителя;  1 12 1 1/ ,a K c G   2 12 2 2/ ,a K c G

 3 23 2 2/ ,a K c G  4 23 3 3/ ;a K c G  одинар-

ный индекс показывает номер теплоноси-
теля; двойной индекс коэффициента теп-
лопередачи соответствует номерам тепло-
носителей, между которыми происходит 
теплопередача. 

Для начальных условий 1 0 10 ,Ft t   

2 0 20 ,Ft t   
13 30F Ft t  (F1 – площадь по-

верхности теплообмена) решение системы 
(1) запишем в следующем виде [4]: 
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Система (2) включает три уравнения, 
записанные относительно шести темпера-
тур. Это позволяет произвольно задавать 
три температуры и определять оставшиеся 
три неизвестные температуры из решения 
системы. Для унификации и автоматизации 
составления модели при произвольном за-
дании трех независимых параметров си-
стема (2) дополняется тремя уравнениями 
связи, с помощью которых задаются из-
вестные значения параметров теплоноси-
телей [4]: 
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где 10t , 20t , 30t  – численные значения из-

вестных параметров теплоносителей. 
Математическая модель второго эта-

па теплопередачи, описывающая фазовый 
переход  в первом теплоносителе, для рас-
сматриваемой на рис. 2 расчетной схемы 
трехпоточного теплообменного аппарата 
записывается в следующем виде [13]: 
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                  (5) 

где  1 12 1/ ;a K r G  r – удельная теплота 

парообразования; tn1 – температура водя-
ного пара; x1 – степень сухости пара.  

Для начальных условий 1 0 10 ,Fx x   

2 0 20 ,Ft t   
23 30F Ft t   (F2 – площадь по-

верхность теплообмена) решение системы 
(5) запишем в следующем виде: 
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Система (6) дополняется тремя урав-
нениями связи, с помощью которых зада-
ются известные значения параметров теп-
лоносителей: 

10 111 12 13

20 221 22 23

30 331 32 33

1 10

2 20

3 30

1 0 0

0 1 0

0 0 1
,

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

x db b b

t db b b

t db b b

x x

t t

t t

     
    

     
     

    
    
    
         

     

(7) 

где 10x , 20t , 30t  – численные значения из-

вестных параметров теплоносителей. 
Модели (3) и (7) описывают измене-

ние параметров теплоносителей в разных 
диапазонах значений температуры тепло-
носителя: первая – до, а вторая – после 
достижения им температуры насыщения. 
Полученные модели предлагается исполь-
зовать для решения обратной задачи теп-
лопередачи в  теплообменных аппаратах 
при наличии фазового перехода в одном 
или нескольких теплоносителях.  

Рассмотрим последовательность реше-
ния обратной задачи при скользящей гра-
нице фазового перехода. Считаем, что в 
качестве исходных данных заданы темпе-
ратуры теплоносителей на входе в аппа-
рат. Для решения задачи предлагается ис-
пользовать следующий алгоритм. 

1. На первом этапе теплообменный 
аппарат рассматривается как одноступен-
чатая установка. Рассчитываются темпера-
туры теплоносителей на выходе из уста-
новки. Полученные значения сравниваются 
с температурами насыщения теплоносите-
лей, определяется наличие фазового пе-
рехода в установке. 

2. При наличии фазового перехода 
система условно делится на две зоны 
(подсистемы) по границе начала фазового 
перехода. Формируется матрица для рас-
чета двухступенчатого аппарата: одна сту-
пень описывается моделью без учета, а 
вторая – с учетом фазового перехода в 
теплоносителе. 

3. Расчет по п. 2 повторяется при из-
менении границы между двумя зонами до 
достижения одинаковых значений темпера-
туры теплоносителя на границе между зо-
нами с температурой насыщения. 

Для демонстрации расчётных воз-
можностей предлагаемого метода рас-
сматривается пример определения наибо-
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лее эффективной поверхности нагрева 
утилизационной установки дымовых газов 
для блока 800 МВт при сжигании природно-
го газа. Значения расходов, теплоемкостей 
и начальных температур теплоносителей, 
которые были использованы при расчете, 
приведены в таблице.  
 
Исходные данные для расчетного примера 

Наименование  
параметра 

Значение параметра 

водя-
ной пар 

дымовые 
газы 

охла-
ждаю-
щая вода 

Расход G, кг/с 20,6 657,2 2143,3 

Теплоемкость с, 
кДж/кг К 

2,0 1,0 4,187 

Скрытая теплота 
парообразования 
r, кДж/кг 

2 200 – – 

Температура на 
входе t, 

о
C 

67,6 67,6 20 

Температура 
насыщения tn, 

о
C 

[20] 
46,9 – – 

 

Для рассматриваемой расчетной 
схемы сначала выполняется расчет про-
цесса теплопередачи во второй части теп-
лообменного аппарата (рис. 2) с фазовым 
переходом первого теплоносителя. Такая 
очередность определяется противоточным 
характером движения третьего теплоноси-
теля на расчетной схеме, из-за чего для 
расчета первой части теплообменного ап-
парата требуется сначала определить тем-
пературу охлаждающей воды t’03. На этом 
этапе производится подбор оптимальной 
поверхности теплообмена F2 исходя из 
условия необходимости полной конденса-
ции водяных паров (т.е. получения x1 = 0). 
Данный расчет реализуется с помощью 
уравнения (7). Результаты расчетного ана-
лиза в виде расчетных зависимостей изме-
нения температур и степени сухости теп-
лоносителей вдоль поверхности теплооб-
мена представлены на рис. 3.  

Анализ полученной графической за-
висимости показывает, что полная конден-
сация водяных паров при заданных пара-
метрах теплоносителей достигается при 
поверхности нагрева F2 = 2150 м2. 

На втором этапе производится расчет 
процесса теплопередачи в первой части 
теплообменного аппарата (рис. 2) без фазо-
вого перехода первого теплоносителя. Зада-
ча сводится к поиску поверхности теплооб-

мена F1 исходя из необходимости снижения 
температуры водяных паров до точки  
насыщения (т.е. получения t1 = tн = 46,9 оC). 
Данный расчет реализуется с помощью 
уравнения (3). Поскольку рассматриваемая 
схема теплообменного аппарата предпо-
лагает противоточную схему движения 
третьего (вода) и первых двух (пар и газы) 
теплоносителей, то в качестве начальной 
температуры воды в первой части тепло-
обменного аппарата для уравнения (3) ис-
пользуется результат расчета температуры 
воды на выходе из второй части теплооб-
менного аппарата, полученного по рис. 3  
(t3 = t30к = 27,0 оС). Результаты расчетного 
анализа в виде расчетных зависимостей 
изменения температур теплоносителей 
вдоль поверхности теплообмена пред-
ставлены на рис. 4. 

 

Рис. 3. Зависимости температур теплоносите-
лей и степени сухости пара от площади тепло-
обмена для второй зоны теплообмена с фазо-
вым переходом 

 

Рис. 4. Зависимости температур теплоносите-
лей от площади теплообмена для первой зоны 
теплообмена без фазового перехода  

 

Анализ полученной графической зави-
симости показывает, что охлаждение водя-
ных паров до параметров насыщения дости-
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гается при поверхности нагрева F1 = 278 м2.
Таким образом, площадь рассматриваемого 
теплообменного аппарата для принятых па-
раметров теплоносителей составляет 
278 + 2150 = 2428 м2.  

Выполненный расчетный анализ ути-
лизационной установки дымовых газов по-
казал, что предложенная методика реше-
ния обратной задачи теплопередачи в кон-
тактных аппаратах позволяет определить 
изменение температуры теплоносителей и 
процент сконденсированных водяных па-
ров в каждой точке теплообменника, что 
обеспечивает выбор наиболее эффектив-
ных конструкции и режимов работы тепло-
обменной установки. 

Выводы. Разработанный матричный 
метод решения обратной задачи теплопе-
редачи для многоступенчатых теплооб-
менных аппаратов со скользящей границей 
фазовых переходов теплоносителей слу-
жит основой для создания более эффек-
тивных методов организации процессов 
теплопередачи в технологических установ-
ках различного назначения с произвольным 
числом теплоносителей с учетом фазового 
перехода.  
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