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Векторная постановка задачи совместного сведения материального  
и энергетического балансов при расчете фактических показателей  

тепловой экономичности газотурбинных установок 
 

Авторское резюме 
 
Состояние вопроса. Известна скалярная постановка задачи регуляризации материальных потоков примени-

тельно к газотурбинным установкам, позволяющая учитывать предельно допустимую суммарную невязку балан-
сов по массе и энергии, а также максимальное отклонение скорректированных по результатам балансировки 
значений параметров от их исходных значений. При этом отсутствует возможность учета индивидуальных нор-
мируемых метрологических характеристик средств измерения, используемых для получения исходных значений 
контролируемых параметров.  
Материалы и методы. Задача сведения материального и энергетического балансов газотурбинной установки 

формулируется в векторной постановке в рамках концепции регуляризации Тихонова при решении некорректных 
задач. Для решения задачи используются аналитический метод, метод итераций аналитических решений, а так-
же метод статистического программирования. 
Результаты. Получены аналитические и численные решения сформулированной задачи, в том числе учитыва-

ющие ограничения на область допустимых значений параметров, обусловленные нормируемыми метрологиче-
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скими характеристиками средств измерения. Показано влияние применяемой методики сведения балансов на 
результаты расчета показателей тепловой экономичности газотурбинных установок. 
Выводы. Для практического применения в системах автоматизированного мониторинга показателей тепловой 

экономичности газотурбинных установок рекомендуется использовать вариант векторной постановки задачи 
сведения балансов при ее решении методом итераций аналитических решений либо методом статистического 
программирования. Разработанная методика позволяет определять обоснованные фактические значения пока-
зателей тепловой экономичности оборудования при совпадении в пределах допустимой погрешности значений 
КПД брутто газотурбинной установки, рассчитываемых по прямому и обратному балансам. 

 
Ключевые слова: тепловая электрическая станция, газотурбинная установка, тепловая экономичность обору-

дования, материальный баланс, энергетический баланс, невязка балансов, метод регуляризации, векторная ре-
гуляризация 
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Vector statement of simultaneous equations method of material 

and energy balances when calculating actual indicators 
of thermal efficiency of gas turbine plants 

 
Abstract 

 
Background. A scalar formulation of the problem of regularization of material flows in respect to gas turbine units is 

known. It allows you to consider the maximum permissible overall imbalance of mass and energy, as well as the maxi-
mum deviation of parameter values adjusted according to the results of balancing of their initial values. At the same time, 
there is no possibility to consider the individual standardized metrological characteristics of the measuring instruments 
used to obtain the initial values of the controlled parameters. 
Materials and methods. The problem of simultaneous equations of the material and energy balances of a gas turbine 

unit is formulated in a vector value within the framework of Tikhonov’s regularization concept when solving ill-posed prob-
lems. To solve the problem, the authors have used the analytical method, the method of iteration of analytical solutions, 
as well as the method of statistical programming. 
Results. Analytical and numerical solutions of the stated problem are obtained. They, among other things, consider re-

strictions on the range of permissible parameter values which are determined by the standardized metrological charac-
teristics of measuring instruments. The impact of the applied method of balancing procedure on the results of calculation 
of the thermal efficiency indicators of gas turbine plants is shown. 
Conclusions. To apply thermal efficiency indicators of gas turbine units in the systems of automated monitoring, it is 

recommended to use a vector formulation of the problem of simultaneous equations when solving it by the method of 
iterations of analytical solutions or by the method of statistical programming. The developed methodology makes it pos-
sible to determine reasonable actual values of the indicators of equipment thermal efficiency under condition of the coin-
cidence of the permissible error of the gross efficiency values of a gas turbine plant, calculated according to direct heat 
and indirect heat balances. 
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imbalance, regularization method, vector regularization 
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Введение. Показатели тепловой эконо-
мичности оборудования действующих тепловых 
электрических станций (ТЭС) определяются в 
соответствии с нормативными документами 
энергетической отрасли1.2При этом выделяются 
два уровня технической отчетности: первичная 
и вторичная отчетность. В рамках первичной 
технической отчетности в ежесуточном режиме 
осуществляется сбор и обработка результатов 
измерения контролируемых параметров, а так-
же выполняется контроль сходимости балансов 
массы и энергии по отдельным агрегатам и 
технологическим системам2.3При обнаружении 
невязки балансов, превосходящей некоторые 
установленные пределы, принимаются соот-
ветствующие меры по нормализации работы 
системы мониторинга показателей работы обо-
рудования. В рамках вторичной технической 
отчетности ежемесячно выполняется сведение 
материальных и энергетических балансов, а 
также рассчитываются фактические и номи-
нальные значения показателей тепловой эко-
номичности оборудования.  

Применительно к газотурбинным уста-
новкам (ГТУ) нормативными документами не 
определены методики сведения материального 
и энергетического балансов. Расчет показате-
лей тепловой экономичности при отсутствии 
сведения балансов, в свою очередь, может 
приводить к ошибочным выводам. Так, ранее 
нами на примере ГТУ типа GTX-100 одной из 
ТЭС выявлено [1], что ошибка значения КПД 
брутто ГТУ, получаемая при отсутствии сведе-
ния балансов, составила в среднем 4,8 % с от-
клонениями до 15 % в отдельных режимах. При 
этом условия работы электростанций на рынке 
электроэнергии и мощности, а также общие 
требования к оценке уровня тепловой эконо-
мичности оборудования диктуют необходи-
мость расчета соответствующих показателей с 
точностью до десятых долей процента [2–7]. 
Это подтверждает актуальность разработки 
методики совместного сведения материального 
и энергетического балансов ГТУ по результа-
там измерения контролируемых параметров. 

Материальный и энергетический балансы 
ГТУ по результатам измерения контролируе-
мых при эксплуатации параметров записыва-
ются в следующем виде: 

и и и
КС 1к 2тВ G G G    ;                  (1) 

и и и и
КС 1к 2т 5 эм ГТУQ Q Q Q Q N Е       ,   (2) 

                                                      
12РД 34.08.552-95. Методические указания по со-
ставлению отчета электростанции и акционерного 
общества энергетики и электрификации о тепловой 
экономичности оборудования: разраб. АО «Фирма 
ОРГРЭС». 
23СО 153-34.09.110. Руководящие указания по све-
дению месячного пароводяного баланса на тепловых 
электростанциях: разраб. ОРГРЭС. 

где BКС, G1к и G2т – расходы топлива в камеру 
сгорания, воздуха на входе в компрессор и 
продуктов сгорания на выходе из турбины соот-
ветственно, кг/с; ∆G – невязка материального 
баланса, кг/с; QКС, Q1к и Q2т – подведенные теп-
ловые мощности к камере сгорания, с потоком 
воздуха к компрессору ГТУ и мощность потока 
продуктов сгорания на выходе из ГТУ соответ-
ственно, МВт; Q5 и Qэм – мощность тепловых 
потерь от наружного охлаждения элементов 
ГТУ и электромеханических потерь ГТУ соот-
ветственно, МВт (определяются по результатам 
экспертной оценки [1]); NГТУ – электрическая 
мощность ГТУ, МВт; ∆Е – невязка энергетиче-
ского баланса, МВт; индекс «и» указывает на 
измеренное значение показателя (результат 
прямого или косвенного измерения). 

Ряд слагаемых уравнений (1) и (2) связа-
ны между собой: 

и и и р
КС КС топл н( )Q B h Q  ;                  (3) 

и и и
1к 1к 1кQ G h ;                                              (4) 

и и и
2т 2т 2тQ G h ,                                              (5) 

где hи
топл, hи

1к, hи
2т – энтальпия топлива, посту-

пающего в камеру сгорания ГТУ, воздуха на 
входе в компрессор, продуктов сгорания за тур-
биной соответственно (определяются по изме-
ренным значениям параметров теплоносите-
лей), МДж/кг; Qн

р – низшая удельная теплота 
сгорания на рабочую массу топлива, поступа-
ющего в камеру сгорания ГТУ (принимается по 
данным коммерческого учета), МДж/кг. 

Методы исследования. В рамках пред-
шествующего этапа работы нами предложена 
методика совместного сведения материального 
и энергетического балансов ГТУ [1], основанная 
на концепции регуляризации Тихонова [8–12] и 
положительных результатах ее применения при 
сведении балансов по энергетическим установ-
кам традиционного паросилового цикла [13]. 
Задача, сформулированная нами [1] в скалярной 
постановке, позволяет сводить рассматривае-
мые балансы, но не учитывает индивидуальную 
степень достоверности каждого параметра 
априорной (исходной) информации: отсутствует 
возможность использования заранее известной 
информации об исправности средств измерения, 
а также индивидуальных метрологических ха-
рактеристиках измерительных каналов. 

Преодолеть указанные недостатки ранее 
разработанной методики [1] позволяет переход 
к векторной постановке задачи сведения ба-
лансов: 

   
22

0, minF     Y AY B Y Y  ,   (6) 

где Y, Y0, как и при скалярной постановке зада-
чи [1], представляют собой искомое регуляри-
зированное решение и его априорную оценку; 
A, B – известные операторы модели системы;  

 – диагональная матрица параметров регуля-
ризации, где число параметров регуляризации 
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совпадает с количеством входных параметров 
модели. 

В рассматриваемом случае для ГТУ ана-
логично формулировке задачи в скалярной по-
становке [1] и с учетом (1)–(5) имеем: 

и р и и
топл н 1к 2т

5т

1 1 1 0

;1
h Q h h

 
 


     

A (7) 

 
Т

КС 1к 2т ГТУ ;B G G NY       (8) 

В = 0, (9) 

где 5т определяется из равенства 

ГТУ
5 эм ГТУ

5т

N
Q Q N  


и характеризует тепло-

вые потери от наружного охлаждения элемен-
тов ГТУ и электромеханические потери ГТУ; 
индекс «Т» указывает на транспонирование 
матрицы.  

Аналитическое решение задачи получено 
нами ранее [13] путем дифференцирования (6) 
по искомым параметрам и приравнивания про-
изводной нулю: 

 
1

т 2 2
0   



  Y A A E Y ,        (10) 

где Е – единичная матрица; индекс «–1» указы-
вает на обращение матрицы. 

Полученное аналитическое решение мо-
жет использоваться при оценке достоверности 
численного решения задачи (6) для тестовых 
примеров с учетом метрологических ограниче-
ний, позволяющих учесть индивидуальные 
метрологические характеристики средств изме-
рения контролируемых параметров: 

min max  ;i i iY Y Y 
 

,                (11) 

где Yi
min и Yi

max – границы доверительного ин-
тервала существования действительного зна-
чения параметра, обусловленные номинальной 
погрешностью исправного средства измерения 
(или экспертной оценки). 

Численное решение задачи (6) с ограниче-
ниями (11) выполняется методом статистического 
программирования [14, 15] путем многократной 
генерации случайным образом вектора Y вокруг 

априорных значений его элементов Y0 в преде-
лах ограничений (11). Полученные варианты 
решения сравниваются по значению целевой 
функции F; оптимальному решению соответ-
ствует вариант, в котором значение целевой 
функции минимально. 

Результаты исследования. Апробация 
разработанных методик проведена на примере 
фактического режима работы ГТУ типа 
GTX-100, рассмотренном нами ранее в рамках 
скалярной постановки задачи [1]. 

В табл. 1 приведены сравнительные дан-
ные по решениям оптимизационной задачи, 
полученным при ее скалярной постановке (ва-
риант С) [1] и векторной постановке в соответ-
ствии с (6). В последнем случае рассматрива-
ются три варианта решения: 

– вариант В-1 – аналитическое решение в

соответствии с (10) при равных значениях * 
ненулевых элементов диагональной матрицы 

параметров регуляризации ; 
– вариант В-2 – решение, полученное ме-

тодом итераций аналитических решений [13]; 
– вариант В-3 – численное решение ме-

тодом статистического программирования 
[14, 15]. 

Метод итераций аналитических решений, 
разработанный нами в рамках предшествую-
щих этапов исследования применительно к па-
ротурбинным ТЭС [13], состоит в следующем. 
Первоначально находится аналитическое ре-
шение (10) при равных для всех Yi значениях 
ненулевых элементов диагональной матрицы 

параметров регуляризации  (т. е. решение по 
варианту В-1). Далее для каждого Yi опреде-
лятся такое минимальное значение соответ-

ствующего i, которое удовлетворяет ограниче-
ниям (11). Проиллюстрируем это для рассмат-
риваемого режима на примере расхода топлива 
и расхода воздуха на компрессор ГТУ (рис. 1). 
В данном случае для рассматриваемой первой 

итерации минимальные значения i, удовле-
творяющие (11), равны: 0,663 – по расходу топ-
лива; 1,69 – по расходу воздуха.  

Таблица 1. Исходные данные и результаты расчетов для контрольного режима при различных вариантах 
постановки и решения оптимизационной задачи* 

Обозначение, 
единица 
измерения 

Априорные 
значения Y0i 

Метрологические 
ограничения  
[Yi

min; Yi
max] 

Регуляризированные значения Yi 

вариант С [1] 

( = 0,95) 

векторная постановка 

вариант В-1 

(i = * = 1,04) 

вариант В-2 /  

значение i 

вариант 
В-3 

ВКС, кг/с 1,790 [1,772; 1,808] 1,810 1,805 1,807 / 0,245 1,807 

G1к, кг/с 101,46   [100,44; 102,47] 100,19 100,25 100,45 / 0,645 100,46 

G2т, кг/с 99,54 [97,05; 102,03] 100,79 100,74 100,94 / 0,564 100,91 

NГТУ, МВт 29,23 [28,94; 29,52] 29,20 29,20 29,21 / 0,775 29,18 

∆G,кг/с 3,7100 – 1,2047 1,3125 1,2470 1,3555 

∆Е, МВт –0,0786 – –0,0241 –0,0262 –0,0250 0,0029 

F() 13,7703  – 4,6201 4,6940 4,6220 4,7176 

* Примечание: серым фоном отмечены ячейки, значения в которых находятся вне установленных
метрологических ограничений [Yi

min; Yi
max]. 
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Рис. 1. Относительные изменения Yi / Y0i при изменении параметра регуляризации : а – по расходу топлива в 

камеру сгорания; б – по расходу воздуха на входе в компрессор; пунктирными линиями обозначены ограничения, 
соответствующие (11) 

 
Для полученных таким образом индиви-

дуальных значений параметра регуляризации 

i,j (где i – номер элемента, j – номер итерации) 
выполняется следующая итерация – расчет 
согласно (10). При этой и последующих итера-

циях i,j = i,j-1, где  – одинаковый для всех 
элементов вектора Y скаляр, значение которого 
варьируется в заданных пределах. Расчеты 
повторяются таким образом до тех пор, пока 
изменение значения целевой функции (6) в 
двух последних итерациях не станет меньше 
заранее заданной величины.   

На рис. 2 представлены результаты ана-
литического решения задачи при скалярной и 
векторной постановках (для вариантов С и В-1) 
в виде зависимости целевой функции оптими-
зации F (6) и ее слагаемых от параметра регу-

ляризации .  
Анализ полученных данных показывает, 

что оптимальное значение параметра регуля-
ризации при векторной постановке незначи-

тельно сдвигается вправо по оси  относитель-
но результатов расчета для скалярной поста-
новки задачи. При этом оба варианта позволя-
ют определить минимум целевой функции, со-
ответствующий решению задачи. Недостатком 
аналитического решения в обоих случаях явля-
ется несоответствие полученных результатов 
метрологическим ограничениям (11) по одному 
или нескольким параметрам. 

Этого недостатка лишены варианты ре-
шения задачи В-2 и В-3. При этом применение 
метода итераций аналитических решений  
требует исследования параметрической чув-
ствительности решения на каждой итерации 
(см. рис. 1), но при этом меньшего количества 
итераций: из практики проведения расчетов – 
не более 15–20 итераций. Численное решение 
методом статистического программирования 
проще с точки зрения алгоритмизации и про-
граммной реализации, но требует большего 
количества итераций. 

 
Рис. 2. Зависимость целевой функции оптимизации F() и ее слагаемых от параметра регуляризации : 1 – целе-

вая функция оптимизации; 2 – первое слагаемое целевой функции оптимизации (сумма квадратов небалансов по 
массе и энергии); 3 – второе слагаемое целевой функции оптимизации (квадрат модуля вектора отклонений  
∑(Y – Y0)2; пунктирные линии – скалярная постановка задачи (вариант С); сплошные линии – векторная поста-

новка задачи (вариант В-1) 
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Для иллюстрации решения задачи чис-
ленным методом на рис. 3 приведены значения 
целевой функции (6) по вариантам решения. На 
данном и аналогичных примерах выявлено, что 
для нахождения оптимального решения доста-
точно ограничиться числом сгенерированных 
вариантов вектора Y 104–105.  

Рис. 3. Значения целевой функции оптимизации F() 
по вариантам решения m 

Однако с приемлемой для практических 
случаев точностью решение может быть 
найдено уже при числе сгенерированных вари-
антов менее 103. Это означает, что и числен-
ный метод решения задачи может быть исполь-
зован в системах автоматизированного кон-
троля показателей тепловой экономичности 
оборудования без существенной нагрузки на 
вычислительные ресурсы. В завершение рас-
смотрим влияние метода решения задачи све-
дения балансов на результаты расчета основ-
ного показателя тепловой экономичности ГТУ – 
КПД брутто (табл. 2). С учетом данных, пред-
ставленных в табл. 1, а также прочих необхо-
димых для расчета показателей [1] рассчитаны 
значения КПД брутто ГТУ [3, 4]:  

– по прямому балансу

 бр пр ГТУ
ГТУ

КС

100
η

N

Q


 ;   (12) 

– по обратному балансу

   КС 1к 2т 5 эмбр обр

ГТУ

КС

100
η

Q Q Q Q Q

Q

    
 ,      (13) 

где ηбр(пр)
ГТУ и ηбр(обр)

ГТУ – КПД брутто ГТУ по пря-
мому и обратному балансам соответственно, %. 

Таблица 2. Результаты расчетов КПД брутто ГТУ для контрольного режима при различных вариантах 
постановки и решения оптимизационной задачи 

Показатель,  
единица измерения 

Значения расчетов 

без сведения 
балансов 

по варианту 
С 

по варианту 
В-1 

по варианту 
В-2 

по варианту 
В-3 

бр(пр)
ГТУ ,%  32,24 31,85 31,94 31,92 31,88 

бр(обр)
ГТУ ,%  32,15 32,08 31,93 31,87 31,89 

Модуль отклонения, % (отн.) 0,27 0,72 0,05 0,15 0,03 

Полученные данные позволяют заклю-
чить, что процедура сведения балансов оказы-
вает существенное влияние на результаты рас-
чета фактических значений показателей тепло-
вой экономичности оборудования. Так, КПД 
брутто по прямому балансу в варианте В-3 от-
личается от значения, полученного без сведе-
ния балансов, на 1,1 относительных процента. 
При этом собственно резерв тепловой эконо-
мичности оборудования (экономия или пере-
расход топлива) обычно исчисляется десятыми 
долями процента [3]. Кроме этого, можно ви-
деть, что отклонения значений КПД брутто по 
прямому и обратному балансам в вариантах 
В-2 и В-3, удовлетворяющих метрологическим 
ограничениям (11), оказываются на порядок 
меньшими, чем в варианте без сведения балан-
сов. Это дополнительно подтверждает обосно-
ванность применения разработанной методики.  

Выводы. Предложенный вариант век-
торной постановки задачи сведения балансов 
ГТУ и ее решение методом итераций аналити-
ческих решений либо численным методом ста-

тистического программирования позволяют 
учесть допустимые диапазоны изменения кон-
тролируемых параметров, обусловленные нор-
мируемыми метрологическими характеристи-
ками средств измерения. 

Указанные варианты постановки и реше-
ния задачи могут быть рекомендованы для 
практического применения в системах автома-
тизированного мониторинга показателей тепло-
вой экономичности ГТУ как на этапе сведения 
балансов по измеренным значениям показате-
лей, так и для текущего контроля корректности 
работы систем мониторинга по критерию ба-
ланса аддитивных характеристик. 

Применение разработанной методики 
сведения балансов позволяет получить обос-
нованные значения показателей тепловой эко-
номичности, что подтверждается совпадением 
в пределах допустимой погрешности значений 
КПД брутто ГТУ, рассчитываемых по прямому и 
обратному балансам.    
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