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Метод идентификации ячеечных моделей реактора кипящего слоя  
на основе дискретных аналогов уравнения Больцмана 

 
Авторское резюме 
 

Состояние вопроса. Сложные модели при высоком качестве получаемых результатов являются, как правило, 

более затратными с точки зрения квалификации разработчиков и вычислительных ресурсов. При выполнении тех-
нологических расчетов часто не требуется подробного и чрезмерного детального описания объекта, а точность 
получаемых результатов не должна быть выше точности используемых измерительных приборов. В связи с этим 
оптимальное сочетание простоты и качества математического описания технологических процессов является ак-
туальной задачей математического моделирования. 
Материалы и методы. Для идентификации ячеечной модели, построенной на основе теории цепей Маркова, ис-

пользуются данные, полученные с помощью решения дискретных моделей уравнения Больцмана. 
Результаты. Разработан метод идентификации ячеечных моделей реактора кипящего слоя с использова-

нием данных, полученных на основе решения моделей более высокого иерархического уровня –дискретных 
моделей уравнения Больцмана. Выполнена проверка адекватности идентифицированной модели реактора 
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кипящего слоя. Представлен подход к разработке расчетного обеспечения ячеечной модели, построенной на 
основе теории цепей Маркова. 
Выводы. Анализ полученных результатов показал адекватное описание процессов в реакторах кипящего слоя 

ячеечными моделями, построенными на основе теории цепей Маркова и идентифицированными на основе ре-
зультатов, полученных в рамках дискретных моделей уравнения Больцмана. Предложенный метод идентифика-
ции и верификации ячеечных моделей обеспечивает возможность одновременного получения приемлемых пока-
зателей простоты модели и точности расчета конструктивных и режимных параметров реакторов кипящего слоя. 
 
Ключевые слова: идентификация, ячеечная модель, теория цепей Маркова, дискретные модели уравнения Боль-

цмана, реактор кипящего слоя 
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Method for identification of cell models of fluidized bed reactor 
based on discrete analogues of Boltzmann equation  

 
Abstract 
 

Background. The most complex models with the high quality of the results obtained are, as a rule, more expensive in 

terms of developer qualifications and computational resources. During process design, a detailed description of the object 
is often not required, and the accuracy of the results obtained should not be higher than the accuracy of the measuring 
instruments used. Thus, the optimal combination of simplicity and quality of the mathematical description of technological 
processes is an urgent task of mathematical modeling. 
Materials and methods. To identify a cell model developed based on the theory of Markov chains, data obtained by 

solving discrete models of the Boltzmann equation are used.  
Results. A method to identify cell models of a fluidized bed reactor has been developed using data obtained based on 

solving discrete models of the Boltzmann equation. The adequacy of the identified model of a fluidized bed reactor has 
been verified. An approach to develop computational support for a cell model based on the theory of Markov chains is 
presented. 
Conclusions. The analysis of the results obtained has shown an adequate description of the processes in fluidized bed 

reactors in terms of cell models. The models are developed based on the theory of Markov chains and identified based on 
the results obtained within the framework of discrete models of the Boltzmann equation. The proposed method to identify 
and verify cell models provides the possibility to obtain simultaneously acceptable indicators of model simplicity and the 
accuracy of calculation of the design and operating parameters of fluidized bed reactors.  
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Введение. Ячеечные модели, построен-
ные на основе теории цепей Маркова, в силу их 
универсальности и простоты реализации рас-
четных алгоритмов широко используются для 
описания различных технологических процессов 
в химической, строительной и энергетической 
отраслях промышленности [1–5]. Известны мо-

дели на основе теории цепей Маркова реакто-
ров кипящего слоя, в которых реализуются про-
цессы смешивания [1], классификации [2], из-
мельчения [3], сушки [4], тепломассообмена [5]. 
При этом в качестве параметров идентификации 
модели используются приведенные коэффици-
енты макродиффузии и скорости конвективного 
переноса материала для выбранных условий 
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протекания процесса. Данные коэффициенты 
зависят от целого ряда технологических пара-
метров, для определения которых требуется 
проведение дополнительных эксперименталь-
ных исследований или привлечение экспери-
ментальных данных из литературных источни-
ков. Модели более высокого иерархического 
уровня, в которых для получения конечных ре-
зультатов используются только справочные дан-
ные, позволяют существенно снизить объем не-
обходимых экспериментальных исследований 
для идентификации и верификации модели. Од-
нако такие модели требуют более высокой ква-
лификации разработчиков и пользователей, а 
также существенно больших вычислительных 
ресурсов. Очевидно, что существует оптималь-
ное соотношение вычислительных и экспери-
ментальных ресурсов, которое позволяет обес-
печить получение заданной точности результа-
тов. Разработка таких расчетных методов, в ко-
торых оптимально сочетаются простота постро-
ения модели и точность получаемых результа-
тов, является актуальной задачей научных ис-
следований. 

Предлагается для определения параметров 
идентификации ячеечной модели, построенной в 
рамках теории цепей Маркова, использовать ре-
зультаты, полученные с помощью дискретной мо-
дели уравнения Больцмана, которая, по мнению 
А.А. Самарского [6], относится к более высокому 
иерархическому уровню моделей. При таком под-
ходе, с одной стороны, уменьшается объем необ-
ходимых для идентификации и верификации мо-
дели экспериментальных данных, а с другой сто-
роны, используются менее ресурсоемкие модели 
и методы для проведения технологических рас-
четов. 

В качестве объекта моделирования вы-
бран цилиндрический реактор кипящего слоя. 
Предметом исследования являются полученные 
расчетным путем параметры, необходимые для 
проведения технологических расчетов с исполь-
зованием ячеечных моделей на основе теории 
цепей Маркова. 

Целью исследования является разра-
ботка эффективных методов расчета технологи-
ческих процессов при оптимальном сочетании 
простоты и качества математического описания. 

Методы исследования. Анализируемый 
объект в виде цилиндрического реактора кипя-
щего слоя представлен на рис. 1,а. Перераба-
тываемый материал 1 в периодическом режиме 
загружается в реактор кипящего слоя, в кото-
рый снизу через распределительную решетку 2 
подается газ. Находясь во взвешенном состоя-
нии, сыпучий материал, в зависимости от 
назначения реактора, участвует в перемешива-
нии, измельчении, классификации, сушке, теп-
ломассообмене или других технологических 
процессах [1–5]. 
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…

n
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…

0
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a) б) в)  
Рис. 1. Эскиз реактора кипящего слоя (а), расчетное 
фазовое пространство для дискретных моделей урав-
нения Больцмана (б), расчетная схема модели на ос-
нове теории цепей Маркова (в): 1 – подача исходного 
порошка; 2 – подача воздуха; 3 – выход воздуха 

 
Кинетика перечисленных технологических 

процессов, протекающих в реакторе, определя-
ется совокупностью ряда параметров, к наибо-
лее важным из которых относятся время пребы-
вания материала в реакторе, загрузка реактора, 
распределение материала по высоте аппарата. 
При моделировании реактора определение ука-
занных параметров необходимо для описания 
основных процессов. Для их вычисления пред-
лагается использовать сначала трехмерную 
дискретную модель уравнения Больцмана, а за-
тем полученные расчетные данные использо-
вать для идентификации более простой одно-
мерной модели на основе Марковских цепей. Та-
ким образом, в предлагаемом исследовании по-
следовательно решаются две задачи: 

1. В рамках дискретных аналогов уравне-
ния Больцмана [7] строится модель распределе-
ния материала по высоте реактора кипящего 
слоя и проверяется ее адекватность. 

2. В рамках модели уравнения Больцмана 
для исследуемых условий определяются пара-
метры, необходимые для проведения техноло-
гических расчетов с помощью модели на основе 
теории цепей Маркова. 

При построении модели процесса в рамках 
дискретных моделей уравнения Больцмана [7] в 
общем случае пространственных координат мо-
жет быть три и соответственно три проекции ско-
рости вдоль этих координат. В этом случае в ка-
честве искомой функции рассматривается плот-

ность распределения вещества ( , , , )f r v td  по ко-

ординатам 1 2 3( , , ),r x x x  скоростям 1 2 3( , , )v v v v  и 

размерам частиц d. Произведение искомой функ-

ции ( , , , )f r v td  и фазового объема 

1 2 3 1 2 3dV dx dx dx dv dv dv d d  показывает вероят-

ность в момент времени ( , )t t dt  частицы разме-

ром ( , )dd d  d , находящейся в точке с координа-

тами 1 1 1( , ),x x dx  2 2 2( , ),x x dx  3 3 3( , ),x x dx  

двигаться со скоростью 1 1 1( , ),v v dv
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2 2 2( , ),v v dv 3 3 3( , ).v v dv  В общем случае из-

менение функции распределения в фазовом объ-
еме dV обусловлено, во-первых, физическим пе-

ремещением частиц ( div ( )r vf ), во-вторых, изме-

нением скорости частиц ( div ( )v af ) и, в-третьих, 

переходом частиц в другой класс крупности за 
счет их разрушения или подвода частиц от внеш-

него источника ( cf ). В дифференциальной форме 

уравнение Больцмана принимает вид 

( ) ( )
k kt k x k v cf v f a f f     , (k = 1, 2, 3),                          (1) 

где 1 2 3( , , )a a a a  – ускорение; cf – источниковый 

член уравнения, описывающий внешние потоки 
и переходы частиц между фракциями при из-
мельчении; повторение индекса «k» в слагае-
мых левой части показывает суммирование по 
этому индексу. 

Уравнение (1) совпадает с известным 
уравнением Больцмана для распределения оди-
наковых молекул (в нашем случае частиц одного 
размера) [8]. При описании полидисперсного ан-
самбля частиц уравнение (1) записывается для 
каждой фракции. Для конечного числа выделен-
ных фракций уравнение (1) превращается в си-
стему уравнений, число которых совпадает с 
числом фракций, а связь между этими уравнени-
ями осуществляется через функцию внешних 

потоков cf . Вид правой части при эволюции раз-

мера частиц за счет измельчения может быть за-
писан на основе селективной модели измельче-
ния в виде [9] 

max

( ) ( )
k kt k x k vf v f a f fS fSbd

d

d

        ,                (2) 

где S, b – селективная и распределительная 

функции разрушения [9]; d  – наблюдаемый и 
текущий размеры частиц. 

Полученное уравнение, с одной стороны, 
является обобщением кинетического уравнения 
Больцмана для ансамбля частиц разной крупно-
сти и, с другой стороны, обобщением модели се-
лективного измельчения [9], учитывающим кон-
вективный перенос частиц и силы, действующие 
на эти частицы при различных условиях реали-
зации технологических процессов переработки 
сыпучих материалов. 

Для уравнения (1) разработаны метод ре-
шения, алгоритм и программное обеспечение, 
на которое получено свидетельство о регистра-
ции программного продукта [10]. Для численного 
решения уравнения Больцмана для реактора ки-
пящего слоя искомая плотность распределения 
вещества по ячейкам фазового пространства, 
представленного на рис. 1,б, описывается векто-
ром F = {fi}, где индекс i соответствует номеру 
ячейки. Сначала для каждой ячейки фазового 
пространства определяются номера ячеек, с ко-
торыми она может взаимодействовать. Затем 
составляются уравнения балансов вещества и 

энергии и определяются потоки вещества и 
энергии между этими ячейками. Известные по-
токи позволяют определить вероятности пере-
ходов pij за рассматриваемый промежуток вре-

мени t. Указывая для каждой ячейки адреса 
ячеек, в которые возможен переход, и вероятно-
сти этих переходов, определяется состояние си-
стемы в следующий момент времени. Следует 
отметить, что трехмерное расчетное фазовое 
пространство (рис. 1,б) при реализации расчет-
ной методики (3) преобразуется в одномерное 
распределение согласно правилам, представ-
ленным в [10]. Расчет искомого распределения 
F в произвольные моменты времени k1 выполня-
ется согласно выражению 

   1 1 1
1 1 1 = ,

k k
B B B

ij
i j

j

p


F F                                     (3) 

где верхний индекс «1B» относится к парамет-
рам модели Больцмана в одномерном представ-
лении функции распределения.  

Тестирование метода решения уравнения 
Больцмана, алгоритма и компьютерной про-
граммы, проведенное при решении задачи дви-
жения ансамбля частиц [11], показало хорошее 
совпадение результатов численного и аналити-
ческого решений. 

Метод расчета (3) используется далее для 
решения задачи распределения частиц сыпу-
чего материала по высоте реактора кипящего 
слоя, приведенного на рис. 1,a.  

При высокой концентрации твердой фазы 
в реакторе частицы сталкиваются друг с другом 
и с ограждающими стенками, что существенно 
влияет на поведение частиц в слое [12]. Для 
учета влияния столкновения частиц на форми-
рование слоя в уравнение (2), помимо силы тя-
жести mg и силы аэродинамического сопротив-

ления ( ) ( )c fF k w v w v     [7], вводится до-

полнительная сила ( )m ijF , обусловленная столк-

новением частиц  [12]. После этого выражение 
для ускорения частиц в реакторе в уравнении (2) 
записывается в виде 

2

3 3

( )( )

( ) ( )

(1 )( )3
( ) ( , , ),

2

ijc i
i

i i

f

v i j
i j i j j

i j

FF
a g

m m

k w v w v
g

m

k
v v v v v x


    

 
   

 d  d
    d

d  d

      (4) 

где j – объемная концентрация частиц j-го 

класса крупности в фазовом объеме; d – размер 
частиц; kv – коэффициент восстановления ско-
рости при ударе; kf  – коэффициент аэродинами-
ческого сопротивления; w – скорость газа; g – 
ускорение свободного падения.  

Результаты решения уравнения (2) с уче-
том (4) приводятся на рис. 2 в виде зависимости 
распределения частиц по высоте кипящего слоя 
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для случая одинаковой крупности зерен исход-
ного порошка при отсутствии измельчения. Экс-
периментальные данные получены на лабора-
торной установке реактора кипящего слоя при 
загрузке в реактор сферических частиц одинако-
вого размера [13]. 

Рис. 2. Сопоставление результатов расчета по мо-
дели Больцмана (сплошная линии) с результатами 
эксперимента (точки): W = 5,5 м/с; подача материала

в нижнюю ячейку с нулевой скоростью 

Следует отметить, что на рис. 2 представ-
лено одномерное распределение массы частиц 
по высоте аппарата, при этом трехмерное рас-
пределение преобразуется в одномерное сум-
мированием по скоростям и по размерам зерен 
при выбранной высоте сечения аппарата: 

1 1

1 3 ,B B
k k

i j

F F         (5) 

где верхний индекс «1B» относится к одномер-
ному распределению; индекс «3В» – к трехмер-
ному распределению материала по ячейкам ре-
актора согласно модели Больцмана. 

Для описания распределения частиц в ре-
акторе в рамках теории цепей Маркова предла-
гается необходимые для расчета параметра мо-
дели определить в ходе расчета в рамках дис-
кретных моделей уравнения Больцмана. Основ-
ные расчетные соотношения для реактора кипя-
щего слоя, работающего в периодическом ре-
жиме, записываются согласно [1] и расчетной 
схемы (рис. 1,в). Для модели процесса, постро-
енной в рамках теории цепей Маркова, традици-
онно используется описание текущего состоя-
ния процесса в виде вектора-столбца F, состоя-
щего из масс материала в каждой ячейке, а его 
эволюции – в виде матричного равенства 

     1 1 11 1
,

k k k
M M M M

S

  
  

 
F P F F   (6) 

где k1 – номер перехода;   1 1k
M

S



F – вектор по-

дачи исходного материала (его масса, поступа-
ющая в реактор на каждом переходе); РМ – мат-
рица переходных вероятностей – трехдиаго-

нальная матрица размера nn, в каждом 
столбце которой размещены вероятности для 
материала в данной ячейке перейти вниз, 
остаться и перейти вверх соответственно. Эти 
вероятности выражаются через безразмерный 
коэффициент диффузионного переноса 
d = D∆t/∆x2 (D – коэффициент макродиффузии), 

характеризующий действие на частицы случай-
ных факторов, и безразмерную скорость движе-
ния частиц фракции  

 – / ,k sv w v t x        (7) 

где w – скорость потока газа в ячейке; vs – ско-
рость витания частиц.  

В линейных моделях считается, что 
w = const, т. е. скорость газа не зависит ни от 
наличия в реакторе материала, ни от номера 
ячейки. В реальных условиях материал загро-
мождает сечение реактора, в результате чего 
скорость  газа  увеличивается,  что,  в свою оче-
редь, изменяет содержание материала, т. е. про-
цесс очевидно является нелинейным. Найден-
ное решение уравнений (2), (4) в рамках модели 
Больцмана позволяет определить параметры 
идентификации для модели Маркова согласно 
следующих выражений: 
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где N – параметр нормировки; нижний индекс 
«n» соответствует вероятностям частиц дви-
гаться вниз; нижний индекс «v»  – вверх реак-
тора; индекс «k2» показывает номер ячейки.  

Найденные согласно (8)–(11) параметры 
идентификации модели Маркова оказались раз-
ными для разных ячеек:  
vk = [0,0833 0,0245 0,0202 0,0207 0,0225 0,0237 
0,0240],  
d = [0 0,0333 0,0301 0,0305 0,0318 0,0328 0,0331]. 

Результаты расчетного анализа, проведен-
ного в рамках модели Маркова (6), представ-
лены на рис. 3, 4.  

На рис. 3 приведено сопоставление ре-
зультатов расчета по модели Больцмана с ре-
зультатами расчетов, выполненных в рамках мо-
дели Маркова, и с экспериментальными значе-
ниями, полученными на лабораторной уста-
новке. Анализ приведенных результатов показы-
вает, что найденные параметры идентификации 
для модели на основе теории цепей Маркова 
удовлетворительно описывают распределение 
материала по высоте реактора и могут быть в 
дальнейшем использованы для расчетного ана-
лиза совмещенных процессов (измельчения, 
классификации, сушки, тепломассообмена и 
т.д.) в реакторе кипящего слоя.  

На рис. 4 продемонстрированы прогности-
ческие возможности модели на основе теории 
цепей Маркова, полученные в рамках модели с 
идентифицированными параметрами. 
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Рис. 3. Сопоставление результатов расчета по модели 
Больцмана (сплошная линии), по модели на основе 
теории цепей Маркова (пунктирная столбчатая диа-
грамма) с экспериментом (точки): w = 5,5 м/с, подача 

материала в нижнюю ячейку с нулевой скоростью 

Рис. 4. Эволюция загрузки ячеек реактора в рамках 
модели на основе теории цепей Маркова 

Выводы. Анализ полученных результа-
тов показал адекватное описание процессов в 
реакторах кипящего слоя ячеечными моделями, 
построенными на основе теории цепей Маркова 
и идентифицированными на основе результа-
тов, полученных в рамках дискретных моделей 
уравнения Больцмана.  

Предложенный метод идентификации и 
верификации ячеечных моделей обеспечивает 
возможность одновременного получения прием-
лемых показателей простоты модели и точности 
расчета конструктивных и режимных парамет-
ров установок различного назначения. Анализ 
приведенных результатов показывает, что 
найденные параметры идентификации для мо-
дели на основе теории цепей Маркова удовле-
творительно описывают распределение матери-
ала по высоте реактора и могут быть в дальней-
шем использованы для расчетного анализа сов-
мещенных процессов в реакторе кипящего слоя. 
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