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Расчетно-экспериментальное исследование и идентификация  
матричной модели струйного измельчения сыпучих материалов 

 
Авторское резюме 
 

Состояние вопроса. Измельчение порошков в струйных мельницах позволяет получать материалы, 
не загрязненные продуктами износа мелющих тел, для приготовления чистых продуктов в химической 
и фармацевтической отраслях промышленности. Следует отметить, что для различных технологий 
требования к гранулометрическому составу порошков существенным образом разнятся, и для обеспе-
чения этих требований часто требуются свои подходы. Экспериментальное определение оптимальных 
условий получения новых порошков часто связано с существенными затратами, что не всегда оправ-
данно с экономической точки зрения. Математическое моделирование позволяет в большинстве слу-
чаев получить эффективные решения в более короткие сроки и с меньшими затратами. Таким образом, 
разработка адекватных моделей, методов расчета и оптимизация технологии струйного измельчения 
является актуальной научной и практической задачей. 
Материалы и методы. Для моделирования измельчения применена матричная методология описания 
технологических процессов. Для идентификации модели использованы результаты специально прове-
денных экспериментальных исследований. 
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Результаты. В ходе экспериментальных исследований определены гранулометрические составы по-
рошков после однократного и многократного измельчения в струйной мельнице. С использованием по-
лученных результатов проведены идентификация и верификация матричной модели измельчения. В 
рамках полученной модели разработан метод технологического расчета струйной мельницы, работа-
ющей в открытом цикле измельчения. 
Выводы. Представленный подход позволяет предложить пути к разработке и реализации новых тех-
нологий струйного измельчения для получения особо чистых продуктов в открытых и закрытых циклах 
измельчения. 
 
Ключевые слова: струйная мельница, гранулометрический состав порошков, матричная модель из-
мельчения 
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Computational and experimental study and identification  

of matrix model of jet grinding of bulk materials 
 
Abstract 
 

Background. Grinding powders in jet mills makes it possible to obtain materials uncontaminated by wear 
products of grinding media to prepare pure products in chemical and pharmaceutical industries. It should be 
noted that for different technologies, the requirements for the granulometric composition of powders vary sig-
nificantly, and to meet these requirements, specific approaches are often required. Experimental determination 
of optimal conditions to obtain new powders is often associated with significant costs, which is not always 
justified from an economic point of view. Mathematical modeling allows us to obtain effective solutions in a 
shorter time and at lower costs in most cases. Thus, the development of adequate models, methods of calcu-
lation and optimization of jet grinding technology is an urgent scientific and practical task. 
Materials and methods. To simulate grinding, a matrix methodology is used to describe technological pro-
cesses. To identify the model, the results of specially conducted experimental studies are used. 
Results. During experimental studies, the granulometric compositions of powders after single and multiple 
grinding in a jet mill have been determined. The results obtained have been used to identify and verify the 
matrix grinding model. Within the framework of the resulting model, a method for technological calculation of 
a jet mill operating in an open grinding cycle has been developed. 
Conclusions. The presented approach allows us to propose the ways to develop and implement new jet 
grinding technologies to obtain highly pure products in open and closed grinding cycles. 
 
Key words: jet mill, granulometric composition of powders, matrix grinding model  
 
DOI: 10.17588/2072-2672.2024.5.075-081 
 

Введение. Для измельчения и полу-
чения особо чистых порошков, которые не 
содержат продуктов намола мелющих тел, 

традиционно используются струйные мель-
ницы [1–7], измельчение зерен в которых 
происходит за счет их ударов друг о друга 
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во встречных потоках или о стенку. Исход-
ная крупность частиц часто различается 
для разных продуктов, при этом требова-
ния к гранулометрическому составу гото-
вых порошков тоже существенно разнятся. 
Обеспечение заданных требований к гото-
вым порошкам часто реализуется по ана-
логии с существующими технологиями, 
либо на основании дополнительных экспе-
риментальных исследований, либо путем 
расчетов с использованием математиче-
ских моделей. Применение адекватных ма-
тематических моделей является, на наш 
взгляд, наиболее перспективным подходом 
с точки зрения ресурсосбережения, что 
обусловливает актуальность математиче-
ского моделирования технологического 
процесса струйного измельчения особенно 
при получении новых продуктов. 

Материалы и методы. Объектом ис-
следования является технология струйного 
измельчения материала, предметом иссле-
дования – разработка матричной модели и 
метода расчета струйной мельницы. 

Целью исследования является разра-
ботка модели и метода расчета струйной 
мельницы, идентификация и проверка адек-
ватности модели с использованием резуль-
татов проведенных экспериментальных ис-
следований. 

Для достижения цели исследования 
последовательно решаются следующие 
задачи: 

 проведение экспериментальных ис-
следований однократного струйного измель-
чения узких фракций материала и построе-
ние на их основе матрицы измельчения; 

 проведение экспериментальных ис-
следований многократного струйного из-
мельчения полифракционного материала; 

 разработка матричной модели 
струйной мельницы, работающей в откры-
том цикле измельчения; 

 проведение идентификации и про-
верки адекватности разработанной модели; 

 построение метода расчета струйной 
мельницы на базе разработанной модели. 

Экспериментальные исследования 
струйного измельчения проводились на ла-
бораторной установке (рис. 1,а). Схема по-
токов измельчаемого материала и воздуха 
в эжекторной лабораторной мельнице по-
казана на рис. 1,б. В качестве измельчае-
мого материала использовался кварцевый 
песок. 

 

а) 

 

б) 

Рис. 1. Вид экспериментальной установки (а) и 
схема потоков материала и воздуха в эжектор-
ной струйной мельнице (б): 1 – приемный бун-
кер; 2 – коническое сопло; 3 – камера эжектора; 
4 – разгонная трубка; 5 – камера помола; 6 – пре-
града; 7 – выходной патрубок 

 
Лабораторная струйная мельница 

имеет следующие конструктивные пара-
метры: диаметр конического сопла 5,5 мм; 
диаметр разгонной трубки 10,7 мм; длина 
разгонной трубки 250,0 мм; расстояние от 
выходного сечения разгонной трубки до 
преграды 20 мм. В результате тестовых ис-
пытаний были выбраны следующие режим-
ные параметры: давление газа в ресивере 
(перед соплом) 0,4 Мпа; температура воз-
духа 18 °С; производительность мельницы 
по исходному питанию 110–140 кг/ч; расход 
сжатого воздуха 1,18 м3/мин (при н.у.); 
удельный расход воздуха 0,64–0,51 м3/кг. 
Лабораторная струйная мельница исследо-
валась в открытом цикле измельчения. Из-
мельченный материал улавливался в двух 
последовательно установленных циклонах. 
При многократном нагружении измельченный 
материал выгружался из бункера первого 
циклона и подавался в мельницу повторно. 
Мелкий материал накапливался в бункере 
второго циклона. Так как среднемедианный 
размер частиц этого материала составлял  
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d50 = 3,027 мкм, а граница, ниже которой нахо-
дится 95 % частиц, D95 = 11,874 мкм, мате-
риал бункера второго циклона повторно не 
измельчался. Из первого циклона после 
каждого нагружения отбирались пробы для 
гранулометрического анализа. 

При проведении опытов порция исход-
ного материала сначала взвешивалась, 
устанавливалось необходимое давление 
сжатого воздуха в ресивере и рассчиты-
вался расход сжатого воздуха через сопло. 
Затем питателем, работающим на истече-
ние, исходный материал подавался в при-
емный бункер струйной мельницы. Опреде-
лялось время истечения и рассчитывалась 
производительность. После окончания 
опыта взвешивался уловленный в бункерах 
первого и второго циклонов измельченный 
продукт, потом отбирались пробы для гра-
нулометрического анализа. Измельченный 
материал из первого циклона после отбора 
проб отправлялся на повторное измельче-
ние в струйную мельницу, а тонкодисперс-
ный продукт в бункере второго циклона по-
вторно не измельчался. 

В первой серии опытов при однократ-
ном нагружении измельчались фракции со 
следующими размерами зерен: 800–1000  
(i = 10); 630–800 (i = 9); 500–630 (i = 8);  
400–500 (i = 7); 315–400 (i = 6); 200–315 (i = 5); 
160–200 (i = 4); 100–160 (i = 3); 63–100 (i = 2); 
0–63 (i = 1) мкм (где i – номер фракции). По-
сле однократного нагружения каждой фрак-
ции производился гранулометрический ана-
лиз измельченного порошка на наборе сит с 
размером ячеек: 800, 630, 500, 400, 315, 
200, 160, 100, 63, 0 мкм. 

Найденные гранулометрические со-
ставы продуктов однократного разрушения 
узких фракций порошка в струйной мель-
нице в виде массовых долей фракций раз-
рушенных частиц приведены на рис. 2. 
Следует отметить, что представленная 
столбчатая диаграмма характеризует вид 
экспериментальной матрицы разрушения 
узких фракций. 

На втором этапе экспериментальных 
исследований полифракционный материал 
(кварцевый песок ВС 070 Кучурского место-
рождения) подвергался многократному из-
мельчению. При этом гранулометрический 
состав продуктов измельчения определялся 
после каждого нагружения. На рис. 3 приве-
дены экспериментальные результаты много-
кратного измельчения полифракционного 

материала в струйной мельнице. Исходный 
продукт перед измельчением соответствует 
нулевому числу нагружений (j = 0).  

 

 

Рис. 2. Массовые доли фракций разрушенных ча-
стиц: f – массовая доля фракции; i – номер исход-
ной фракции; j – номер фракции продуктов разру-
шения  

 

 
 
Рис. 3. Распределение продуктов разрушения 
многократного измельчения полифракционного 
материала: f – доля фракции, %; i – номер фрак-
ции; j – число актов нагружения (j = 0 – исходный 
продукт перед измельчением) 

 

Для построения модели измельчения 
в струйной мельнице рассматриваются два 
взаимосвязанных процесса: движение ча-
стиц в газовом потоке и собственно разру-
шение за счет удара о стенку. 

На первом этапе рассматривается дви-
жение частиц в газовом потоке и их взаимо-
действие с неподвижной преградой. В про-
странстве за срезом разгонной трубы струя 
газа тормозится и ее скорость уменьшается 
до нуля на поверхности отбойной плиты. В 
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первом приближении это изменение может 
быть принято линейным [7]: 

L

xw
xw 0)(  ,                                                   (1) 

где w0 – скорость струи газа на выходе из 
разгонной трубы; L – расстояние от среза 
разгонной трубы до отбойной плиты; x – ко-
ордината в аксиальном направлении движе-
ния струи газа: x = – L – координата среза 
разгонной трубы, x = 0 – координата разме-
щения отбойной плиты.  

Скорость транспортируемых струей 
частиц при этом также уменьшается, при-
чем степень торможения существенно зави-
сит от их крупности. 

Для оценки влияния этого эффекта 
была решена одномерная математическая 
задача торможения частиц в струе с равно-
мерно убывающей до нуля в точке удара 
скоростью. При предположении о линейно-
сти аэродинамического сопротивления ча-
стиц модель сводится к линейному диффе-
ренциальному уравнению второго порядка, 
коэффициенты которого зависят от крупно-
сти частиц и длины торможения струи: 

22 0x nx k x   ,                                                 (2) 

где n = – / (2m); k2 = w0 / (Lm); m – масса 

частицы;  – коэффициент аэродинамиче-
ского сопротивления. 

При выполнении соотношения значе-
ний коэффициентов уравнения (2) k > n 
корни характеристического уравнения полу-
чаются комплексными, само решение диф-
ференциального уравнения c начальными 
условиями v(0) = v0, x(0) = –L представляет 
собой колебательный затухающий процесс, 
а частицы долетают до отбойной плиты и 
ударяются об нее: 

  1 2cos( ) sin ;ntx e C t C t           (3) 

  

  
1 2

1 2

sin( ) cos

cos( ) sin , 

nt

nt

v e C t C t

ne C t C t

      

   
            

(4)

 

где  2 2 ;k n   

0
1 2;     .

2

w L
C L C

m


   

                              
(5) 

Из уравнений (3), (4) можно определить 
скорость частицы i-го класса крупности vi при 
ее ударе об отбойную плиту (x = 0) и удель-
ную кинетическую энергию удара частицы 

2 / 2i iE v . На рис. 4 приведена зависимость 

относительной энергии удара от размера 
частиц, где скорость при x = 0 соответствует 
скорости удара частицы об отбойную плиту. 

 
Рис. 4. Зависимость относительной кинетиче-
ской энергии удара частицы об отбойную плиту 
от ее размера  

 

Решение задачи по определению ско-
рости удара частиц об отбойную плиту поз-
волило найти распределение энергии по 
фракциям измельчаемого материала и ис-
пользовать этот результат в математиче-
ской модели измельчения. 

Измельчение с заданным подводом 
энергии к каждой фракции может быть опи-
сано матричной моделью [1, 8, 9] 

, F P F= ×                                              (6) 

где  F , F  – векторы гранулометрического 

состава порошка до и после измельчения 

соответственно;  = ijpP  – матрица измель-

чения, элементы которой могут быть выра-
жены через селективную и распределитель-
ную функции [1, 8] в следующем виде: 

0,         ,

1 ,   ,

,   .

ij j

j ji

i j

p S i j

S b i j

 


  




                                      (7) 

Селективная функция измельчения 
может быть представлена обобщенной 
формулой [1, 8] вида  

kS   ,                                              (8) 

где  – коэффициент пропорциональности; 
значение показателя степени k = 1 соответ-
ствует закону Риттингера, k = 0,5 – закону 
Бонда, k = 0 – закону Кика. 
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Экспериментальные исследования из-
мельчения показали, что распределитель-
ная функция может быть принята согласно 
линейному распределению [7, 8] или рас-
пределению, представленному на рис. 2. 

Из баланса энергии, подведенной к j-й 
фракции, следует  

,j ij ij
i

E e p                                            (9) 

где eij – энергия перехода частиц из j-й 
фракции в i-ю; pij – элемент матрицы разру-
шения, который показывает массовую долю 
перехода частиц из j-й фракции в i-ю; Ej – 
энергия, подведенная к j-й фракции.  

Удельная энергия переходов в рамках 
известных энергетических законов [1, 8] мо-
жет быть выражена следующим образом: 

1 1
 закон  Риттингера,

1 1
 закон  Бонда,

ln   закон  Кика,

Р

i j

ij Б

i j

j

К

i

C
d d

e C
d d

d
C

d

  
   

   


 
   
   


 



         (10) 

где d – средний размер зерен фракции; C – 
коэффициент пропорциональности. 

Подстановка (7), (8), (10) в (9) дает 
следующее выражение для общего подвода 
энергии к фракции: 

1

1

1 1
.

m
k

j j R j
i i j

E C d
d d





 
   

 
 

                        (11) 

Решая уравнение (11) относительно 

параметра селективной функции , получим 
итоговую зависимость, которая позволяет 
определять параметр селективной функции 
при известном подводе энергии: 

,
jo

j j o
j

E

E
                                                   (12) 

где верхний индекс «о» относится к значе-
нию параметра в базовом режиме. 

Параметр j следует определять от-
дельно для каждой фракции по энергии, 
идущей на измельчение данной фракции. 
Это позволяет согласно (7)–(12) восстано-
вить матрицу разрушения и согласно (6) 
определить гранулометрический состав из-
мельченного материала. 

Таким образом, модель движения ча-
стиц в струйной мельнице (3)–(4) позво-
ляет определить удельную энергию из-
мельчения для каждой фракции, а селек-
тивная модель измельчения (6)–(9), (12) – 
рассчитать гранулометрический состав из-
мельченного материала. 

Результаты исследования. Резуль-
таты расчета струйного измельчения со-
гласно разработанной модели для условий 
проведения экспериментальных исследова-
ний, приведенных на рис. 3, представлены 
на рис. 5. Результаты расчетов после одного, 
двух, трех, четырех и пяти актов нагружения 
показаны линиями, цифры рядом с линиями 
показывают число нагружений, а маркеры 
соответствуют значениям эксперименталь-
ных результатов. Сопоставление расчетных 
и экспериментальных результатов показы-
вает адекватное описание моделью реаль-
ного процесса измельчения в струйной мель-
нице, работающей в открытом цикле измель-
чения при разных гранулометрических со-
ставах исходного материала. 
 

 
Рис. 5. Сопоставление расчетных (линии) и экс-
периментальных (маркеры) гранулометрических 
составов продуктов многократного измельчения 
полифракционного материала: i – номер фрак-
ции; R, %  – остаток на контрольном сите; 1 – по-
сле одного; 2 – двух; 3 – трех; 4 – четырех; 5 –
пяти нагружений   
 

Разработанная модель описывает 
процесс для мельницы, работающей в от-
крытом цикле измельчения. Дальнейшее 
развитие исследований технологии струй-
ного измельчения предполагает включение 
мельницы в замкнутый цикл измельчения  
[1, 9] с учетом работы классификатора ча-
стиц по крупности.  

1 

2 

3 

4 

5 
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Выводы. В результате проведенных 
экспериментальных исследований одно-
кратного и многократного струйного из-
мельчения узких и широких фракций разра-
ботано эмпирическое обеспечение матрич-
ной модели измельчения в струйной мель-
нице. Разработанные модель и метод рас-
чета струйной мельницы, работающей в от-
крытом цикле измельчения, позволяют с 
учетом модели классификатора частиц по 
крупности моделировать замкнутые циклы 
измельчения.  
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