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Авторское резюме 

 
Состояние вопроса: Линейные электромагнитные преобразователи широко применяются в технических колеба-

тельных системах. Развитие мехатронных подходов расчета динамики, а также современных методов анализа и 
синтеза подобных систем предполагает повышенный интерес к совершенствованию математических моделей, 
максимально свободных от всякого рода допущений и ограничений по степени подвижности инерционных масс, 
учету демпфирующих свойств упругих связей и сил трения скольжения. В связи с этим актуальность проводимых 
исследований обусловлена необходимостью совершенствования и расширения возможностей динамического 
расчета при решении комплексной задачи всестороннего анализа и синтеза электромеханической системы коле-
бательного движения с электромагнитным приводом. 
Материалы и методы: В качестве объекта исследований рассматривается электромеханическая система с воз-

вратно-поступательным движением взаимодействующих между собой инерционных масс, связанных упругими свя-
зями и возбуждаемых переменным электромагнитным полем катушки. Основу математической модели составляют 
дифференциальные уравнения, описывающие электрическое равновесие нелинейной цепи и механического взаи-
модействия поступательно движущихся масс, полученные с помощью уравнения Лагранжа второго рода. 
Результаты: Разработаны примеры математических моделей обобществленного электромагнитного привода, 

описывающие механику двухмассовой и трехмассовой колебательных систем, для расчета электромеханических 
процессов в переходных, установившихся и резонансных режимах работы электропривода, учитывающие сте-
пень подвижности инерционных масс и свойства упругих связей.  
Выводы: Представленные примеры математических моделей динамического состояния электромеханической сис-

темы обеспечивают возможность всестороннего анализа работы электромагнитного привода, предназначенного 
для возбуждения механических колебаний, и учитывают степень подвижности инерционных масс, а также процессы 
рассеяния энергии за счет собственных демпфирующих свойств упругих связей и сил трения скольжения. 
 
Ключевые слова: электромеханическая система, электромагнитный привод, математические и динамические 

модели, многомассовые колебательные системы, уравнения Лагранжа второго рода, потери энергии в упругих 
связях, силы трения скольжения. 
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Abstract 

 
Background: Linear electromagnetic converters are widely used in vibratory engineering systems. Development of me-

chatronic approaches to dynamics analysis and modern methods of such systems analysis and synthesis draws special 
attention to mathematical models improvement. The models should be as free as possible of any assumptions and limita-
tions concerning the degree of inertia masses mobility, spring linkage damper properties and sliding friction forces. 
Therefore, the research urgency results from the necessity to improve and extend dynamic analysis capabilities when 
solving the complex problem of comprehensive analysis and synthesis of a vibratory electromechanical system with en 
electromagnetic drive. 
Materials and methods: The object of this study was an electromechanical system with reciprocating motion of interact-

ing inertia masses coupled by spring linkages and excited by coil ac electromagnetic field. The mathematical model is 
based on differential equations describing the non-linear circuit and translating the masses mechanical interaction bal-
ance. These equations have been derived from Lagrange equation of the second kind. 
Results: We have developed models of generalized electromagnetic drives describing the mechanics of two-mass and 

three-mass oscillatory systems in order to calculate electromechanical processes in transient, steady-state and reson-
ance operation modes of electric drives. The models account for the degree of inertia mass mobility and properties of 
spring linkages. 
Conclusions: The stated examples of electromechanical system dynamic state mathematical models enable a comprehensive 

analysis of the electric drive exciting mechanical vibrations which account for the degree of inertia masses mobility and power 
dissipation by using our own damping and sliding friction forces.  
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Линейные электромеханические системы 
колебательного движения, использующие в каче-
стве силовых преобразователей электромагнит-
ный привод, широко используются в промышлен-
ности для обеспечения многих технологических 
процессов и производств [1–3].  

Результаты теоретических и эксперимен-
тальных исследований показывают, что примене-
ние систем с электромагнитным приводом в от-
дельных случаях обеспечивает некоторые эконо-
мические выгоды: они просты в устройстве, обла-
дают высокой надежностью и большим рабочим 
ресурсом, имеют малые габариты и массу, а также 
обладают возможностью снижения энергопотреб-
ления при работе в резонансных и околорезо-
нансных режимах [4–7]. 

Методы расчета систем с электромагнитным 
приводом широко известны и, несмотря на это, 
продолжают совершенствоваться [8–13]. В осо-
бенности большие трудности возникают при рас-
чете нестационарных режимов, зависящих от ско-
рости и частоты, нагрева, свойств упругих связей 
и т.д. [14–19]. 

Простота реализации независимого управ-
ления амплитудой и частотой колебаний является 
еще одним главным достоинством подобных пре-
образователей.  

Одним из перспективных направлений ис-
следований в данной области является создание и 
совершенствование машин и механизмов на базе 
линейного электромагнитного привода колебатель-
ного движения, работающего в резонансных или 
околорезонансных режимах с частотой до 100 Гц. 

Примером использования подобных систем 
являются некоторые типы вибрационных установок 
и устройств виброударного действия, используе-
мые при проведении строительных работ в маши-
ностроении, в наземной невзрывной сейсморазвед-
ке для возбуждения геофизических полей и т.д. 

Эффективность работы такого электропри-
вода существенно зависит от тесно связанных 
между собой параметров электрической, магнит-
ной и механической подсистем. Поэтому еще на 
стадии проектирования электропривода возникает 
необходимость проведения динамического расче-
та с возможностью анализа работы всех его под-
систем. 

Как правило, проведение такого расчета со-
провождается значительными трудностями, свя-
занными с необходимостью построения матема-
тической модели в виде набора уравнений, наи-
более точно отражающих физические явления. 
Для упрощения модели используется стандартный 
набор допущений, который является традицион-
ным не только для электрических и магнитных це-
пей, но и для механической системы [20]. В осо-
бенности эти допущения касаются процессов рас-
сеяния (поглощения) энергии за счет собственных 
демпфирующих свойств упругих связей и сил су-
хого трения, которые в большинстве случаев фи-
гурируют только номинально или ими полностью 
пренебрегают. 

Учитывая, что механическая система со-
временных электромагнитных приводов обла-
дает несколькими степенями подвижности ис-
полнительных механизмов, упрощение связей 
ограничивает возможности анализа динамиче-
ской модели. Также ограничиваются возможно-
сти модели при расчетах резонансных и около-
резонансных режимов, при которых достигается 
наибольшая экономия электроэнергии. 

В связи с этим актуальной является 
разработка математической модели, характе-
ризующей колебательный режим работы ли-
нейного электромагнитного привода с не-
сколькими степенями подвижности исполни-
тельных механизмов, учитывающей совокуп-
ность электромеханических процессов и 
обеспечивающей возможности всестороннего 
анализа при расчетах переходных, устано-
вившихся, резонансных и околорезонансных 
режимов с учетом свойств упругих связей и 
сил сухого трения. 

В качестве примера рассмотрим три 
наиболее распространенных способа по-
строения механической системы электромаг-
нитного привода колебательного движения. 
Общие схемы построения электропривода с 
возвратно-поступательным движением син-
хронно взаимодействующих между собой 
инерционных масс и их расчетные динамиче-
ские модели представлены на рис. 1–3. 

Применение любого из приведенных 
способов построения механической системы 
электропривода в каждом конкретном случае 
определяется техническими условиями или 
условиями работы. 

Линейный электропривод, в самом 
простейшем варианте, содержит катушку 1, 
сердечник 2 и якорь 3, образующие магнитную 
систему (рис. 1–3).  

 
 
Рис. 1. Динамическая схема двухмассовой модели элек-
тромагнитного привода (вариант 1): fЭМ – вынуждающая 
электромагнитная сила; х1, х2 и х3 – обобщенные коорди-
наты линейного перемещения центра масс; m1 – масса 
якоря; m2 – присоединенная масса; M – масса электропри-
вода; k1, k2 и k3 – коэффициенты жесткости упругих связей 
(пружин); b1, b2 и b3 – коэффициенты вязкого трения упру-
гих связей; fтр1, fтр2 – силы сухого трения скольжения 
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Рис. 2. Динамическая схема двухмассовой модели электромаг-
нитного привода (вариант 2) (обозначения те же, что и на рис. 1) 
 

 
 
Рис. 3. Динамическая схема трехмассовой модели электромаг-
нитного привода (обозначения те же, что и на рис. 1) 

 

При протекании периодического тока по 
обмотке катушки якорь под действием электро-
магнитных сил и сил упругих связей механической 
системы совершает колебательные движения. 

Механическая колебательная система имеет 
в своем составе традиционные массоинерционные, 
упругие и диссипативные звенья. В физическом 
смысле объект исследования представляет собой 
систему, имеющую рассредоточенную по оси массу 
с несколькими упругими связями, со свойствами, 
зависящими определенным образом от частоты. 

Количество обобщенных независимых коор-
динат определяет число степеней свободы меха-
нической системы. Следует отметить, что расчет-
ной схеме на рис. 3 при х3 = 0 будет соответство-
вать расчетная схема на рис. 1, а при х1 = х2 – рас-
четная схема на рис. 2. 

Поэтому при составлении математической 
модели наиболее целесообразным является огра-
ничиться расчетной схемой на рис. 3. В этом слу-
чае расчетные схемы на рис. 1 и рис. 2 и их мате-
матические аналоги можно рассматривать как ча-
стный случай схемы на рис. 3. 

Механическая и магнитная системы электро-
привода связаны функциональной зависимостью 
электромагнитного усилия fЭМ = f(i,x) от величины 
протекающего тока i в катушке и координаты поло-

жения якоря х1 относительно сердечника, а 
связь магнитной и электрической системы – 
зависимостью величины потокосцепления  

 = f(i,x) и в общем случае описывается диф-
ференциальным уравнением электрического 
равновесия нелинейной цепи  

 
 ,

,
d i x

u t ir
dt


                  (1) 

где u(t) – напряжение на обмотке катушки; r – 
активное сопротивление катушки. 

Напряжение u(t), как правило, формиру-
ется схемой управления обмотки катушки при 
питании от периодического синусоидального 
источника промышленной частоты 50 Гц. 

Мгновенные значения потокосцепления 

 = f(i,x) и электромагнитного усилия fЭМ = f(i,x) 
определяются в зависимости от величины тока 
и воздушного зазора (координата х1)  путем 
численного расчета магнитного поля в стати-
ческих режимах для строго заданной конфигу-
рации магнитной цепи. В целях упрощения 
приведенная на рис. 1–3 конфигурация маг-
нитной цепи представлена лишь только услов-
но на функциональном уровне. 

Для построения модели динамического 
состояния механической системы воспользу-
емся уравнением Лагранжа 2-го рода 

П Ф
,i

i i i i

d T T
Q

dt x x x x

    
     

    
              (2) 

где T – кинетическая энергия системы; П – по-
тенциальная энергия системы; Ф – диссипа-
тивная функция механической системы (функ-
ция Релея); Qi – обобщенная сила системы, 
соответствующая i-й обобщенной координате; 

xi – обобщенные координаты; ix  – обобщен-

ные скорости.  
Рассматриваемая механическая система 

(рис. 3) имеет три степени свободы. В качестве 
обобщенных координат принимаем: переме-
щение якоря х1 массой m1; перемещение х2 
присоединенной массы m2 и перемещение 
электропривода х3 массой M. Начала обоб-
щенных координат поместим в положение от-
носительно статического равновесия инерци-
онных масс. 

Последовательно определим величины, 
входящие в (2):  

 кинетическую энергию механической 
системы для поступательно движущихся масс 

22 2
31 1 2 2 ;

2 2 2

M xm x m x
T     

 потенциальную энергию упругих эле-
ментов механической системы 

   
2 2 2

1 1 3 2 2 1 3 3П ;
2 2 2

k x x k x x k x 
    

 диссипативную функцию Релея 

   
2 2 2

1 1 3 2 2 1 3 3Ф ;
2 2 2

b x x b x x b x 
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 обобщенные силы механической системы, 
соответствующие i-м обобщенным координатам х1, 
х2 и х3: 

 
1 эм тр1 1, sign ;xQ f i x f x    

2 тр2 2sign ;xQ f x     

3
0.xQ   

 частные производные от кинетической 
энергии и производные по времени: 

1 1
1 1

2 2
2 2

3 3
3 3

, 0;

, 0;

, 0;

d T T
m x

dt x x

d T T
m x

dt x x

d T T
m x

dt x x

  
  

  

  
  

  

  
  

  

         

 частные производные от потенциальной 
энергии по обобщенной координате xi: 

   

 

 

1 1 3 2 2 1
1

2 2 1
2

1 1 3 3 3
3

П
;

П
;

П
;

k x x k x x
x

k x x
x

k x x k x
x


   




 




   



 

 частные производные от диссипативной 

функции Релея по обобщенной скорости ix : 

   

 

 


   




 




   



1 1 3 2 2 1
1

2 2 1
2

1 1 3 3 3
3

Ф
;

Ф
;

Ф
.

b x x b x x
x

b x x
x

b x x b x
x

 

В соответствии с уравнением Лагранжа (2) и 
с учетом полученных выражений дифференциаль-
ные уравнения динамического состояния механи-
ческой системы по обобщенным координатам за-
пишутся в следующем виде:  

   

   

 

   

   

1 1 1 1 3 2 2 1

1 1 3 2 2 1 тр1 1

эм

2 2 2 2 1 2 2 1

тр2 2

3 1 1 3 3 3 1 1 3

3 3

 

sign

, ,

 

sign ,

 

.

m x k x x k x x

b x x b x x f x

f i x

m x k x x b x x

f x

M x k x x k x b x x

b x

      

     




     


      




 

В результате математическая модель дина-
мического состояния электромеханической систе-
мы (рис. 3) с единственной обмоткой управления, 
возбуждаемой изменяющимся во времени перио-
дическим током, будет описываться следующей 
системой уравнений: 
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d i x
u t i r

dt

dxdx dx dx dx
m b b

dt dt dt dtdt
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dx
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dt
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dt dtdt

dx
f
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dx dx dxdx
M b b

dt dt dtdt


 

   
      

  

    

  

 
     

 

 

 
    

 

  1 1 3 3 3 0.k x x k x






















   

 

Рассматривая динамическую схему мо-
дели на рис. 1 как частный случай схемы на 
рис. 3 при х3 = 0, получим 
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1
2 2 1 тр1 эм

2
2 2 1

2 2 2 2 12

2
тр2

,
 ,

 

sign , ,

 

sign .
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Аналогичным образом поступаем для 
динамической схемы модели на рис. 2, при  
х1 = х2 также получим 
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1
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2
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1 1 3 3 3

,
 ,

 

sign , ,
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d i x
u t i r

dt

dxdx dx
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f f i x
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M b b
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k x x k x

 
 


  

       
 


  

  

     
 

   



 

где тр тр1 тр2f f f  . 

Полученные системы уравнений дина-
мического состояния электромеханической 
системы с электромагнитным приводом коле-
бательного движения с несколькими степенями 
подвижности инерционных масс позволяют 
производить всесторонний анализ рабочих 
процессов в переходных и установившихся 
режимах. 

Для реализации уравнений можно вос-
пользоваться известным подходом, состоящим в 
том, что на первом этапе с помощью решения 
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полевой задачи определяются значения электромаг-

нитного усилия fЭМ(i,x) и потокосцепления (i,x) в за-
висимости от тока и положения якоря, которые затем 
представляются в виде массива опорных точек ста-
тических параметров [20]. На втором этапе получен-
ные массивы значений статических параметров 

fЭМ(i,x) и (i,x) используются при расчете динамики, а 
в случае удаления расчетных значений от опорных 
точек интерполируются. 

Для решения полевой задачи, без учета эф-
фекта вытеснения поля в массивном магнитопро-
воде, можно рекомендовать стандартные програм-
мы конечно-элементного моделирования FEMM 
или ANSYS [21–23]. 

Решение динамической части задачи связано 
с разработкой алгоритмов расчета системы диффе-
ренциальных уравнений, что наиболее просто мож-
но реализовать с помощью аппарата структурного 
моделирования в среде Matlab Simulink [24, 25].  
 

Заключение 
 
Представленные математические модели ди-

намического состояния электромеханической систе-
мы обеспечивают возможность всестороннего анали-
за колебательного режима работы электромагнитного 
привода, предназначенного для возбуждения меха-
нических колебаний с частотой до 100 Гц. 

Особенностью моделей является возможность 
учета совокупности взаимосвязанных электромеха-
нических процессов в переходных и установившихся 
режимах, учитывающих степень подвижности инер-
ционных масс, а также процессов рассеяния энергии 
за счет собственных демпфирующих свойств упругих 
связей и сил сухого трения. 
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