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Авторское резюме 

 
Состояние вопроса:  Моделирование динамики электрических машин осуществляется обычно с использовани-

ем электрических схем замещения с сосредоточенными параметрами. Наиболее популярным для этих целей 
является пакет MatLab Simulink. Общим недостатком цепных моделей электрических машин является то, что они 
не учитывают нетрадиционных особенностей их конструкции, которые можно учесть только при решении задачи 
в полевой постановке. При этом время расчета полевых динамических моделей на несколько порядков больше 
времени расчета цепных моделей. В настоящее время не существует технологии моделирования, позволяющей 
использовать быстродействующие полевые динамические модели в таких имитационных пакетах, как Simulink. В 
связи с этим актуальной является задача разработки динамических моделей электрических машин, в которых 
точность и универсальностью полевых моделей сочетается с быстродействием цепных моделей.  
Материалы и методы: Для расчета магнитного поля использована библиотека конечно-элементного моделиро-

вания EMLib, результаты серии расчетов магнитного поля аппроксимированы многомерными сплайнами с ис-
пользованием пакета MatLab, для построения цепной модели электрической машины использован Simulink.   
Результаты: Предложена технология организации вычислительного эксперимента, отличающаяся от известных 

использованием в цепных моделях аппроксимации результатов предварительной серии полевых расчетов при 
моделирования динамических режимов электромеханических устройств и обеспечивающая за счет этого сокра-
щение времени интегрирования на два-три порядка при сохранении точности, обеспечиваемой полевыми моде-
лями, что позволяет использовать полевые динамические модели при имитации работы электромеханических 
устройств в моделях систем управления электроприводами. 
Выводы: Достоверность результатов, полученных с применением новой технологии, подтверждается ее ис-

пользованием при решении задачи моделирования пуска двигателей постоянного тока, в том числе, нетрадици-
онной конструкции. По сравнению с аналогичной задачей, решаемой с помощью известных CAE-систем, получе-
но сокращение времени на три порядка. Предложенная технология может использоваться при проектировании 
электрических машин и систем управления электроприводами. Развитие данной технологии предполагается в 
направлении создания быстродействующих полевых динамических моделей всех типов электрических машин. 
 
Ключевые слова:  метод конечных элементов, расчет магнитного поля, полевая динамическая модель электри-

ческой машины, моделирование электрических машин в среде Simulink.  
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Abstract  

 
Background: Dynamics of electrical machines is usually modelled by using electrical equivalent circuits with concen-

trated parameters. The most widely used package for this purpose is MatLab Simulink. A common drawback of chain 
models of electric machines is that they do not take into account non-traditional features of their design, which can only 
be taken into account by solving this problem in a field setting. At the same time, the calculation time of the field dynamic 
models is by several orders of magnitude longer than that of chain models. Currently, there is no modeling technology 
allowing the use of high-speed dynamic field models in simulation packages such as Simulink. Therefore, it is now urgent 
to develop dynamic models of electrical machines, in which the precision and versatility of field models is combined with 
the high speed of chain models. 
Materials and methods:  Magnetic field was calculated using a finite element library EMLib, the simulation results of a 

series of magnetic field calculations were approximated by multidimensional splines using the MatLab package, and the 
chain model of the electric machine was constructed in Simulink. 
Results: A technology of conducting a computational experiment has been suggested, which applies preliminary field 

calculation results approximation to chain models for simulating dynamic modes of electromechanical devices and thus 
shortens the integration process by two-three orders of magnitude while maintaining the accuracy of the field models. 
This allows the use of field-dynamic models in simulating operation of electromechanical devices in electric drive control 
models. 
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Conclusions: The reliability of the results obtained using the new technology is confirmed by its use in solving problems 

of simulating the start of DC motors including those of non-traditional design. Compared to a similar problem solved by 
the well-known CAE-systems, the time is reduced by three orders of magnitude. The suggested technology can be used 
in designing electrical machines and electrical control systems. The development of this technology is expected in the 
direction of high-speed dynamic field models of all types of electric machines. 
 
Key words: finite element method, calculation of magnetic field, field dynamic model of an electric machine, simulation 

of electric machines in Simulink environment. 
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Состояние вопроса. Моделирование 
динамических режимов работы электрических 
машин в настоящее время осуществляется, 
главным образом, с использованием электри-
ческих схем замещения с сосредоточенными 
параметрами.  

К числу популярных систем численного 
моделирования электрических цепей можно 
отнести пакет имитационного моделирования 
MatLab Simulink [1]. В плане моделирования 
электроэнергетических и электротехнических 
систем особый интерес представляет библио-
тека SimPowerSystems [2], являющаяся рас-
ширением пакета Simulink. В числе блоков 
данной библиотеки присутствуют модели элек-
тротехнических устройств, в частности элек-
трических машин разных типов, трансформа-
торов, реакторов и т.п.  

В настоящее время одной из наиболее 
актуальных задач в области моделирования 
электротехнических устройств является разра-
ботка динамических моделей, опирающихся на 
результаты расчета физических полей. В част-
ности, при моделировании электрических ма-
шин с учетом особенностей их конструкции и 
нелинейности характеристик необходим, в 
первую очередь, расчет магнитного поля. По-
добные задачи могут быть решены с исполь-
зованием современных CAE-систем (Computer-
Aided Engineering), в частности, с помощью па-
кетов ANSYS Maxwell [3, 4], ElCut [5, 6] и т.п. Од-
нако расчет динамических режимов работы уст-
ройств в полевой постановке требует значитель-
ного времени, что недопустимо в имитационном 
моделировании. Поэтому имеет смысл искать 
варианты моделирования, позволяющие совме-
щать в себе достоинства полевых моделей с 
высоким быстродействием цепных моделей. 

Материалы и методы. Для достижения 
обозначенных целей в ИГЭУ была разработана 
библиотека моделирования магнитных полей 
методом конечных элементов EMLib [7], позво-
ляющая рассчитывать двухмерные магнитные 
поля, а также технология моделирования элек-
тротехнических устройств с использованием 
данной библиотеки [8], в том числе, в динами-
ческих режимах (как показывает опыт, до 80 % 
полевых задач в области электромеханики 
можно решить в двухмерной постановке). Глав-
ное достоинство данной библиотеки состоит в 
возможности интегрирования ее в любое от-
крытое приложение, в частности математиче-

ский пакет, например MSExcel, MathCad, MatLab 
и т.п. При этом библиотека поставляет в вызы-
вающее ее приложение набор функций, с по-
мощью которых можно программным образом 
генерировать серии моделей и исследовать их 
по заданному алгоритму, например, используя 
результаты расчета при моделировании дина-
мики электрических машин. 

Результаты исследования. Задача 
расчета магнитного поля решается с учетом 
ряда допущений, которые уменьшают трудо-
емкость алгоритмизации: 

1) магнитное поле является квазиста-
ционарным; 

2) магнитная система машины шихтова-
на (пренебрегаем вихревыми токами); 

3) переменное магнитное поле вытесня-
ется из массивных элементов; 

4) изменение тока в коммутирующих 
секциях машины постоянного тока происходит 
по линейному закону. 

Система дифференциальных уравнений 
динамики произвольной электрической маши-
ны выглядит следующим образом: 

в

,

1
,

d

dt

d
M M

dt J

Ψ
u Ri

                           (1) 

где Ψ – вектор потокосцеплений обмоток ма-
шины или контуров с током; u – вектор мгно-
венных напряжений на обмотках; R – диаго-
нальная матрица сопротивлений; i – вектор 

мгновенных токов;  – частота вращения рото-
ра; M – электромагнитный момент, развивае-
мый машиной; Mв – момент внешних сил, при-
ложенных к валу; J – момент инерции.  

Элементы вектора потокосцеплений за-
висят от токов в контурах  i1, i2, …, in и угла по-

ворота ротора : 

Ψk = Ψk(i1, i2, …, in, ),                            (2) 

где k = 1...n; n – количество контуров с током в 
машине. 

Это значит, что для k-го контура можно 
записать 

1 1

Ψ Ψ Ψ
,

n n
j jk k k

kj k
jj j

di did d d
L C

dt i dt dt dt dt
(3) 

где Lki – коэффициент индуктивной связи k-го 
контура с j-м током; Ck – коэффициент, опре-
деляющий наводимую в k-м контуре ЭДС вра-
щения. 
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Ввиду нелинейности магнитных свойств 
ферромагнитных узлов машины, уравнение (3) 
является нелинейным, т. е. коэффициенты Lki 
и Ck должны пересчитываться на каждом шаге 
интегрирования системы уравнений (1). 

Потокосцепление k-го контура при за-
данном сочетании токов i1, i2, …, in в контурах 
машины может быть определено на основании 
расчета магнитного поля машины методом ко-
нечных элементов. При этом каждый k-й кон-
тур может состоять из nqk последовательно 
соединенных обмоток, каждая из которых со-
стоит из npqk параллельных ветвей, где каждая 
ветвь состоит из nspqk последовательно соеди-
ненных секций или катушек. Тогда 

1 1 1

1
Ψ Ψ ,

qk pqk spqkn n n

k spqk
pqkq p sn

                           (4)   

где Ψspqk – потокосцепление s-й секции p-й па-
раллельной ветви q-й обмотки k-го контура. 

Потокосцепление каждой отдельной сек-
ции может быть определено по результатам 
расчета магнитного поля по средневзвешен-
ным значениям векторного магнитного потен-
циала на каждой стороне секции [9]: 
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             (5) 

где Wspqk – число витков в секции; Фspqk – маг-
нитный поток, пронизывающий секцию; N1, N2 – 
число элементов конечно-элементной сетки, 
покрывающих сечения соответственно левой и 
правой сторон секции в расчетной конечно-

элементной модели магнитного поля; S i – 
площадь i-го элемента; Aij – значения вектор-
ного магнитного поля в j-х узлах i-го элемента. 

Электромагнитный момент M в (1) может 
быть вычислен при заданном сочетании токов 
i1, i2, …, in в контурах машины по результатам 
расчета магнитного поля по формуле суммар-
ного момента магнитных сил, действующих на 
тела, заключенные в заданном объеме [5]: 

r H n B r B n H
1

,
2 r n H B

M ds

      

                (6) 

где 

B  и 


H  – магнитная индукция и напряжен-

ность магнитного поля соответственно; 

r – ра-

диус-вектор точки интегрирования; 

n  – единич-

ный вектор внешней нормали к поверхности ds. 
Если начало отсчета системы координат 

совпадает с осью вращения ротора, а поверх-
ность, ограничивающую заданный объем, вы-
брать цилиндрической, проходящей посредине 
зазора электрической машины перпендикуляр-
но плоскости модели, то координаты единич-

ного вектора нормали совпадают с координа-
тами единичного радиус-вектора 

n , ,
X Y

R R


                            (7) 

где R – средний радиус зазора; X, Y – коорди-
наты точки интегрирования. 

При этом интеграл (6) можно приблизи-
тельно заменить суммой 

1

,
2

зN
i yi i xi i xi i yi

i

i i yi i xi i xi i yi

X H Y H X B Y BL
M L

R X B Y B X B Y B
 (8) 

где L  – расчетная длина зазора машины в на-
правлении, перпендикулярном плоскости моде-

ли; N з – количество элементов зазора; Xi, Yi – 

координаты середины отрезка длиной Li, яв-
ляющегося частью средней линии зазора (кон-
тура интегрирования), ограниченной i-м тре-
угольным элементом зазора; Bxi, Byi, Hxi, Hyi  – 
составляющие векторов соответственно маг-
нитной индукции и напряженности магнитного 
поля в i-м элементе зазора. 

Коэффициенты Lki и Ck в уравнении (3) 
можно вычислить по приближенным формулам:  

Ψ Ψ Ψ Ψ
, .k k k k

kj k
j j

d
L C

i i d
              (9) 

При этом каждому j-му току поочередно 

дается приращение ij и по результатам рас-
чета магнитного поля определяется прираще-

ние потокосцепления каждого k-го контура Ψk. 

Затем ротор поворачивается на угол  при 
неизменных токах и магнитных проницаемо-
стях элементов, занятых ферромагнитной сре-
дой, и вновь рассчитывается магнитное поле, 
после чего рассчитывается Ck. 

Такой способ расчета параметров элек-
трической схемы замещения электрической 
машины с обращением к полевой модели на 
каждом шаге интегрирования имеет ряд недос-
татков: 

1) могут быть проблемы со сходимо-
стью, особенно в случае «шумов», порожден-
ных численной погрешностью полевой модели, 
влияние которых возрастает при дифференци-
ровании потокосцепления; 

2) многократное обращение к полевой 
модели на каждом шаге интегрирования при-
водит к существенному замедлению расчетно-
го процесса. 

Поэтому расчет поля и интегрирование 
системы уравнений (1) рационально разнести 
по времени [8]. При этом сначала реализуется 
серия расчетов магнитного поля для различ-
ных комбинаций таблично заданных значений 
токов в контурах в пределах максимально воз-
можного диапазона варьирования и положений 
ротора в пределах зубцового деления маши-
ны. Полученные таким образом матрицы пото-
косцеплений аппроксимируются многомерны-
ми сплайнами, по которым берутся частные 
производные и рассчитываются матрицы ко-
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эффициентов Lki и Ck. При аппроксимации 
матриц кубическими сплайнами сглаживаются 
«шумы» полевой модели. А так как дифферен-
цирование кубических сплайнов осуществля-
ется аналитическим путем, то устраняется по-
грешность, связанная с численным диффе-
ренцированием по (9). Кроме того, непосред-
ственно интегрирование по времени системы 
уравнений (1) в данном случае осуществляет-
ся с обращением на каждом шаге интегриро-
вания к сплайнам, а не к конечно-элементной 
модели магнитного поля, что на два-три по-
рядка уменьшает время интегрирования.  

Таким образом, описанная технология 
позволяет совместить  в себе универсальность 
и точность полевых моделей с быстродействи-
ем цепных моделей. В частности, она была 
использована при моделировании динамиче-
ских режимов работы машин постоянного тока, 
асинхронных машин и силовых трехфазных 
трансформаторов [8, 10]. Дальнейшее ее раз-
витие видится в направлении использования 
моделей электрических машин и аппаратов в 
системах электропривода, смоделированных с 
использованием пакета Simulink.  

В качестве примера рассмотрим модель 
неявнополюсного двигателя постоянного тока 
(НПДПТ) 4П80 с параллельным возбуждением 
мощностью Pn = 750 Вт, номинальным напря-
жением Un = 220 В, номинальной частотой 
вращения nn = 3000 об/мин, КПД η = 75 %. Ма-
шина имеет три обмотки: обмотку возбуждения 
(ОВ), обмотку якоря (ОЯ) и компенсационную 
обмотку (КО).   

Система уравнений, описывающая уп-
рощенную динамическую модель машины, вы-
текающая из (1), имеет вид 

в

,

,

1
,

f
f f f

a
a k a a k f

f a

di
u R i L

dt

di
u R R i L L k

dt

d
k i M

dt J

           (10) 

где u – мгновенное значение напряжения сети; 
Rf, Ra, Rk, Lf, La, Lk – сопротивления и индук-
тивности ОВ, ОЯ и КО соответственно; if, ia –
мгновенное значение токов ОВ и ОЯ соответ-

ственно;  – угловая скорость вращения якоря; 
kf – коэффициент, связывающий величину ЭДС 

вращения и . 
Упрощенная структурная схема для ре-

шения системы уравнений (10) в среде 
Simulink представлена на рис. 1. Ее особен-
ность в том, что она учитывает нелинейность 
кривой намагничивания, представленной в 
форме kf = f(If) (рис. 1, блок kf ). 

Недостаток данной схемы состоит в том, 
что в ней не учтено влияние поля обмотки яко-
ря на работу машины, а также не учитываются 
особенности конструкции машины, которые 
могут быть учтены только при наличии поле-
вых расчетов. 

Для построения полевой динамической 
модели электрической машины необходимо 
знать конструкцию машины. Если детальных 
чертежей машины не существует, можно вос-
пользоваться системой проектирования данно-
го класса машин и перепроектировать имею-
щуюся машину таким образом, чтобы резуль-
тат проектирования полностью соответствовал 
паспортным данным и габаритным размерам 
моделируемой машины. 

Например, для расчета НПДПТ была 
разработана система проектирования, разные 
версии которой функционируют в средах 
MSExcel и MathCad. В составе данной системы 
предусмотрена подсистема параметрической 
генерации конечно-элементной модели, кото-
рая автоматически формирует полевую мо-
дель по заданному алгоритму по полученному 
списку параметров расчетной области спроек-
тированной машины. Для этого она обращает-
ся к соответствующим функциям динамически 
подключаемой библиотеки EMLib, с помощью 
которых формируется множество графических 
примитивов, определяющих геометрию рас-
четной области, множество подобластей с за-
данными характеристиками сред, множество 
узлов и множество треугольных элементов ко-
нечно-элементной сетки, наложенной на рас-
четную область, множество секций и состоя-
щих из них обмоток. Отдельно строится якорь 
с заданной схемой обмотки и параметрами 
коллектора. 

 

 
Рис. 1. Упрощенная нелинейная модель двигателя постоянного тока  
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В частности, на рис. 2 приведена конеч-
но-элементная модель магнитного поля 
НПДПТ 4П80, сгенерированная подсистемой 
параметрической генерации модели. 

 

Рис. 2. Конечно-элементная модель НПДПТ 4П80 

 
Система уравнений (1) для машины по-

стоянного тока 4П80 с учетом разложения (3) в 
канонической форме Коши принимает вид 

в
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               (11) 
где индексы f, a, k относятся к ОВ, ОЯ и КО 
соответственно; индекс ak соответствует сум-
ме потокосцеплений ОЯ и КО; Lfl, Lal, Lkl – ин-
дуктивности лобового рассеяния ОВ, ОЯ и КО, 
определяемые по инженерным методикам; 
электромагнитный момент M рассчитывается 
по формуле (8).  

Частные производные от потокосцепле-
ний в матрице коэффициентов и электромаг-
нитный момент M должны рассчитываться на 
каждом шаге интегрирования системы уравне-
ний (6). Для этого используются аппроксими-
рованные сплайнами матрицы потокосцепле-

ний Ψf(if, ia), Ψk(if, ia), Ψa(if, ia, ) и M (if, ia), по 
которым формируются матрицы частных про-
изводных (следует отметить, что, ввиду нали-
чия в машине скоса пазов, значения потокос-
цеплений неподвижных обмоток и электромаг-
нитного момента не зависят от угла поворота 

якоря ). 
Матрицы потокосцеплений формируются 

в ходе предварительных расчетов магнитного 
поля, осуществляемых с помощью трех вло-
женных циклов, в каждом из которых варьиру-
ется соответствующая независимая величина: 
ток ОВ – в пределах 0 ≤ if ≤ Ifmax (впоследствии 
матрица пересчитывается на диапазон –  
Ifmax ≤ if ≤ Ifmax с учетом свойства симметрии), 
ток якоря – в пределах –Iamax ≤ ia ≤ Iamax; угол 
поворота – в пределах зубцового деления –

z/2 ≤  ≤ z/2. Для каждого сочетания варьи-
руемых переменных рассчитывается магнитное 
поле и определяются потокосцепления обмоток 
и величина электромагнитного момента. 

При повороте якоря на угол  «замора-
живаются» схема обмотки якоря, зависящая от 
положения якоря относительно неподвижных 
щеток, и магнитные проницаемости всех эле-
ментов конечно-элементной сетки. Значения 
потокосцеплений неподвижных обмоток при 
разных положениях якоря усредняются, что 
соответствует скосу пазов якоря. В результате 
матрицы потокосцеплений неподвижных обмо-
ток оказываются двухмерными (не зависящими 

от ) и аппроксимируются двухмерными 
сплайнами. Матрица потокосцеплений обмотки 
якоря аппроксимируется трехмерным сплай-
ном, однако матрицы всех частных производ-

ных от матрицы Ψa(if, ia, ) зависят только от 
двух переменных: if и ia. Визуализация некото-
рых матриц, полученных в серии расчетов, 
приведена на рис. 3. 

 

 
 
        a)              б)        в)                         г) 

Рис. 3. Визуализация матриц: а – Ψf(if, ia); б – Ψf(if, ia)/ if ; в – Ψа(if, ia, )/ ; г – M(if, ia) 
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Полученные матрицы используются в 
алгоритмах решения системы уравнений (11) с 
использованием приложения MatLab Simulink. 
В частности, на рис. 4 приведена модель элек-
трической схемы пуска НПДПТ, выполненная с 
использование библиотеки SymPowerSystem, 
входящей в состав MatLab Simulink.  

Блок полевой динамической модели Dcm 
выполнен в виде подсистемы, на вход которой 
подаются мгновенные значения напряжения 
питания, фиксируемые измерителем напряже-
ния V, и внешний момент на валу двигателя Mn 
(данные величины могут изменяться во време-
ни). Мгновенные значения тока двигателя, рас-
считанные в блоке Dcm, возвращаются в мо-
дель электрической цепи в качестве параметра 
управляемого источника тока двигателя Id. 

Полевая динамическая модель НПДПТ, 
реализованная в блоке Dcm в соответствии с 

системой уравнений (11), приведена на рис. 5. 
Здесь матрица коэффициентов системы урав-
нений (11) формируется с помощью блока 
Matrix, осуществляющего конкатенацию мат-
риц-столбцов, элементы которых рассчитыва-
ются по матрицам частных производных, полу-
ченных по результатам серии численных рас-
четов магнитного поля машины. 

На рис. 6, 7 приведены результаты рас-
чета пуска НПДПТ, выполненного по упрощен-
ной модели (рис. 1) и по полевой динамиче-
ской модели (рис. 4, 5). Сравнительный анализ 
полученных результатов (рис. 1 и рис. 4, 5) по-
казывает, что полевая модель демонстрирует 
бóльший бросок тока ОЯ, бóльшую скорость 
нарастания тока ОВ и наличие провала в кри-
вой if(t), а также бóльшее время разгона ДПТ. 

 

 

  
Рис. 4. Полевая динамическая модель двигателя постоянного тока  
 

 
 
Рис. 5. Модель НПДПТ, реализованная в блоке Dcm 
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Рис. 6. Кривые разгона НП ДПТ, вычисленные по 
упрощенной модели 
 

 
 
Рис. 7. Кривые разгона НП ДПТ, вычисленные по 
полевой динамической модели 
 

Особенно интересным является случай 
использования полевой динамической модели 
при исследовании динамики машин, имеющих 
нетрадиционную конструкцию, для которых не 
существует апробированных методик расчета 
динамических режимов работы. Так, на рис. 8 
приведена расчетная область машины посто-
янного тока с квадратным якорем и техноло-
гическими прорезями на путях потока попе-
речной реакции якоря. Кривые разгона данной 
машины без нагрузки, полученные по описан-
ной технологии моделирования, приведены 
на рис. 9. 

Сложности, возникающие при пуске дан-
ной машины, вызванные размагничивающим 
действием реакции якоря, говорят о необхо-

димости усовершенствовать конструкцию ма-
шины. При этом только полевые методы спо-
собны выявить подобные несовершенства ди-
намических свойств неудачно спроектирован-
ного устройства. 

 

 
 
Рис. 8. Конечно-элементная модель магнитного по-
ля ДПТ нетрадиционной конструкции 

 

 
 
Рис. 9. Кривые разгона ДПТ нетрадиционной конст-
рукции 

 
Выводы. Рассмотренная технология 

моделирования динамических режимов элек-
тромеханических устройств позволяет совмес-
тить быстродействие цепных моделей с точно-
стью и универсальностью полевых моделей, 
учесть нетрадиционные особенности конструк-
ции электрической машины, что возможно в 
настоящее время только при использовании 
CAE-систем, в которых время интегрирования 
может измеряться часами. В то же время бы-
стродействие описанной полевой динамиче-
ской модели сопоставимо с временем расчета 
традиционных упрощенных моделей. Так как 
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полевая динамическая модель реализована 
средствами пакета MatLab Simulink, то она мо-
жет быть использована при моделировании 
систем управления электроприводами. Опи-
санная технология может быть реализована на 
базе любого открытого имитационного пакета. 
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