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Авторское резюме 

 
Состояние вопроса: Из литературных источников известны модели, разработанные на основе энтропийного 

подхода для описания измельчения монодисперсных и полидисперсных однородных порошкообразных материа-
лов. Однако в мельницах и дробилках часто измельчению подвергается смесь разнопрочных неоднородных ком-
понентов, которые в силу технологической необходимости целесообразно разделить на отдельные компоненты. 
Примером такой технологической необходимости в энергетике является выделение из твердого топлива серного 
колчедана, попадание которого в газовоздушный тракт котла может приводить к сернокислой коррозии оборудо-
вания и загрязнению окружающей среды окислами серы. Моделирование в рамках энтропийного подхода из-
мельчения смеси разнопрочных компонентов в целях их эффективного разделения является актуальной задачей 
для энергетической и смежных отраслей промышленности. 
Материалы и методы: Модели измельчения смеси разнопрочных компонентов разработаны на основе принци-

па максимума информационной энтропии, решение уравнений модели выполнено с использованием методов 
статистического программирования. 
Результаты: На основе принципа максимума информационной энтропии разработано математическое описание 

измельчения смеси разнопрочных компонентов для случая заданного подвода энергии к каждой фракции компо-
нента и для случая заданного общего подвода энергии к смеси разнопрочных полидисперсных компонентов. В 
ходе расчетных исследований выявлено влияние характера подвода энергии и граничного размера классифика-
ции частиц по крупности на эффективность очистки компонентов смеси. 
Выводы: Разработанная математическая модель служит основой для создания более совершенных способов 

организации процессов измельчения и классификации в технологических системах различного назначения в це-
лях эффективного разделения в них смеси разнопрочных компонентов. 
 
Ключевые слова: измельчение материала, классификация продуктов измельчения, технологические системы 

измельчения, энтропийный подход, разнопрочные компоненты, эффективное разделение. 
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Abstract 
 

Background: The known models for describing the refinement of monodisperse and polydisperse homogeneous powder 

materials are based on the entropy approach. However, grinding mills and crushers often deal with a mixture of various 
non-uniform components, which, due to technological necessity, is expediently divided into separate components. An 
example of such a technological need in power engineering is the separation of sulfur pyrite from solid fuel, the ingress of 
which into the gas-air path of the boiler can lead to sulfuric acid corrosion of equipment and pollution of the environment 
with sulfur oxides. Simulation within the framework of the entropy approach to grinding a mixture of various components 
with the aim of efficient separation is an urgent task for the power and related industries. 
Materials and methods: Models of grinding a mixture of various components are developed according to the principle of 

information entropy maximum, with the model equations solved by using statistical programming methods. 
Results: In accordance with the information entropy maximum principle, we have developed a mathematical description 

of grinding a mixture of various components for the given energy supply to each fraction of the component and for the 
case of the given total energy supply to a mixture of differently stable polydisperse components. During the design stu-
dies, we determined how the nature of the energy supply and the boundary size of the particle size classification affect 
the efficiency of cleaning the mixture components. 
Conclusions: The developed mathematical model serves as a basis for creation of more perfect ways of organizing 

grinding and classification processes in technological systems of various purposes for efficient separation of a mixture of 
various components in them. 
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Введение. Из литературных источников 

[1–4] известны модели, разработанные на основе 
принципа максимума информационной энтропии. 
В рамках указанного подхода нами ранее были 
сформулированы и решены следующие задачи: 

 измельчение монофракции однородного 
материала с заданным энергоподводом [1, 2] 
(рис. 1,а, задача 1); 

 измельчение полидисперсного однород-
ного материала с заданным энергоподводом к 
каждой фракции [1, 2] (рис. 1,б, задача 2); 

 измельчение полидисперсного однород-
ного материала с заданным суммарным энерго-
подводом при неизвестном распределении энер-
гоподвода по отдельным фракциям [1] (рис. 1,в, 
задача 3). 

Однако в мельницах и дробилках часто 
измельчению подвергаются не отдельные ком-
поненты, а смесь неоднородных разнопрочных 
компонентов, которые в силу технологической 
необходимости целесообразно разделить на 
отдельные компоненты [5, 6]. Примером такой 
технологической целесообразности на тепловых 
электростанциях, сжигающих твердое топливо, 
является измельчение угля, содержащего вклю-
чения серного колчедана. Попадание колчедана 
в энергетические котлы приводит к сернокислой 
коррозии газовоздушного тракта и загрязнению 
окружающей среды окислами серы. Следует 
отметить, что серный колчедан обладает повы-
шенной по сравнению с углем прочностью. Мо-
делирование в рамках энтропийного подхода 
измельчения смеси разнопрочных компонентов 
в целях их эффективного разделения является 
актуальной задачей для энергетической и смеж-
ных отраслей промышленности. Расчетная схе-
ма подвода энергии к материалу при решении 
данной задачи проиллюстрирована на рис. 1,г 
(задача 4). 

Целью исследования является моделиро-
вание процесса измельчения разнопрочных ком-
понентов и определение наиболее эффективных 
технологий их разделения. 

В качестве объекта исследования выбран 
процесс измельчения смеси разнопрочных ком-
понентов. 

В качестве предмета исследования рас-
сматриваются модели селективного измельче-
ния, позволяющие находить технологии эффек-
тивного разделения разнопрочных компонентов. 

Методы исследования. Для исследова-
ния процесса селективного измельчения пред-
ложена математическая модель, построенная на 
использовании принципа максимума информа-
ционной энтропии [7], решение уравнений моде-
ли выполнено с использованием методов стати-
стического программирования [8, 9]. 
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Рис. 1. Расчетные схемы подвода энергии к измель-
чаемому материалу при различных постановках задач 
энтропийного моделирования измельчения: а – из-
мельчение монофракции однородного материала с 
заданным энергоподводом (задача 1); б – измельче-
ние полидисперсного однородного материала с задан-
ным энергоподводом к отдельным фракциям материа-
ла (задача 2); в – измельчение полидисперсного одно-
родного материала с заданным суммарным энерго-
подводом к материалу (задача 3); г – измельчение 
смеси разнопрочных компонентов для случая заданно-
го общего подвода энергии (задача 4); сплошными 
линиями со стрелками показаны известные потоки 
энергии при различных постановках задачи 

  
На рис. 1 представлена расчетная схема 

подвода энергии к измельчаемому материалу 
для рассматриваемых задач моделирования из-
мельчения сыпучих материалов. Вдоль оси абс-
цисс откладывается крупность частиц измель-
чаемого материала (х), вдоль оси ординат – 
плотность распределения материала по крупно-
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сти f. Сплошными линиями со стрелками показа-
ны известные потоки энергии при различных по-
становках задачи энтропийного моделирования 
измельчения. 

Известная постановка задачи измельчения 
монофракции при заданном к ней подводе энер-
гии (рис. 1,а, задача 1) [1] записывается в сле-
дующем виде: 

   ln max;i i
i

H f f                                             (1) 

 1;i

i

f                                                                         (2) 

 ,i ij

i

f e E                                                                    (3) 

где Н – информационная энтропия; Е – энергия, 
подводимая к монофракции частиц с размером 

зерен xj;   1 1ij R i je C x x
 
– удельная энергия, 

необходимая для измельчения частиц крупно-
стью xj до размера xi; fi – искомое распределение 
продуктов разрушения по крупности.  

Прочностные свойства измельчаемого ма-
териала характеризуются коэффициентом про-
порциональности СR в энергетическом законе 
измельчения Риттингера [1]. Балансовые урав-
нения (2) и (3) соответствуют законам сохране-
ния массы и энергии. Решения задачи (1)–(3) ме-
тодом неопределенных множителей Лагранжа [6] 
позволяет найти искомое распределение в виде  






exp( )
,

exp( )

ij
i

ij

i

e
f

e
                                                   (4)  

где  – неопределенный множитель Лагранжа, 
значение которого находится из балансового 
уравнения (3). 

При измельчении полидисперсного мате-
риала при заданном распределении энергии ме-
жду фракциями каждая фракция разрушается 
независимо и общее решение второй задачи 
(рис. 1,б) определяется суперпозицией или ли-
нейной комбинацией решений, полученных для 
первой задачи (4). В этом случае для полидис-
персного материала с известным гранулометри-
ческим составом f0 = {f0

j
} принцип максимума эн-

тропии записывается отдельно для каждой 
фракции аналогично (1): 

   ln max.j j
j i i

i

H f f                                       (5) 

Нормировка искомой функции выполняется 
по продуктам разрушения каждой фракции: 

 1.j
i

i

f                                                                        (6) 

Баланс энергии записывается также от-
дельно для каждой фракции: 

 0 ,j j
i ij j

i

f e f E                                                            (7) 

где  { }jEE  – известный вектор распределения 

энергии по фракциям частиц разного размера;  
fi

j  
– искомое распределение по крупности продук-

тов разрушения частиц j фракции, которое нахо-

дится аналогично (4) независимо для каждой 
фракции [1]: 


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

exp( )
,

exp( )

j
ijj

i j
ij

i

e
f

e
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где 
j
 – неопределенный множитель Лагранжа, 

значение которого находится отдельно для каж-
дой фракции из соответствующего этой фракции 
балансового уравнения (7). 

При неизвестном распределении энергии 
по фракциям полидисперсного материала  
(рис. 1,в, задача 3) задача существенно услож-
няется, так как ее решение ищется в виде сово-
купности неизвестных функций распределения 
по размеру продуктов разрушения каждой фрак-
ции и распределения энергии между фракциями 
при известном только общем подводе энергии к 
измельчаемому материалу. В известной поста-
новке  аналогичной задачи [1] энтропия записы-
вается как функция процесса, то есть определя-
ется через вероятности переходов, а не через 
вероятности состояния системы. Очевидно, что 
такая постановка требует определенной коррек-
тировки, которая и предложена ниже. Энтропию 
системы, которая является аддитивным пара-
метром состояния системы, предлагается опре-
делять как сумму энтропий отдельных ее подсис-
тем, в качестве которых выступают продукты 
разрушения отдельных фракций. Принцип мак-
симума энтропии с учетом очевидных массовых 
и энергетических балансовых ограничений запи-
сывается следующим образом: 

     0 0 ln max;j j j j
j i i

j j i

H f H f f f                  (9)

 

 0 ;j j
i ij

j i

f f e E                                                       (10)

 

  1, 1,j j
i o

i j

f f                                                   (11) 

где  j

j

E E – заданный общий подвод энергии к 

измельчаемому полидисперсному материалу.  
Следует отметить, что предлагаемая  по-

становка задачи позволяет сравнительно просто 
сформулировать и решить задачу измельчения 
смеси разнопрочных компонентов. 

 

При постановке задачи измельчения сме-
си компонентов (рис. 1,г, задача 4) добавляется 
еще одна неизвестная функция: распределение 
энергии по компонентам смеси. Введем новое 
обозначение искомой функции с тремя индекса-
ми: одним нижним, который показывает номер 
фракции продуктов разрушения, и двумя верх-
ними, которые относятся к номеру разрушаемой 
фракции (j) и номеру компонента (k). В данном 
случае принцип максимума энтропии с учетом (9) 
и балансовых ограничений для k компонентов 
смеси записывается в обобщенном виде: 
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        0 ln max;
jk jk jk

k k k i i

k k j i

H H f f f

 

(12)

 

   0 ;jk jk
k i ijk

k j i

f f e E                                         (13)

 

     1; 1;  1, jk jk
i o k

i j k

f f                            (14) 

где k 
– массовая доля компонента в смеси,  ин-

декс k показывает номер компонента.  
В частности, для смеси двух компонентов, 

которая рассматривается далее, принцип макси-
мума энтропии с учетом (12) может быть записан 
в виде 

       1 1 2 2
max.

k k

k

H H H H  

Задача моделирования измельчения раз-
нопрочных компонентов (12)–(14) является наи-
более общей задачей энтропийного моделиро-
вания процесса измельчения, при этом преды-
дущие постановки задачи являются ее частными 
случаями. 

Для численного решения обобщенной за-
дачи (12)–(14) разработан метод, построенный 
на синтезе аналитического решения (4) для из-
мельчения монофракции с заданным энергопод-
водом и численного решения задачи оптималь-
ного распределения энергии по фракциям каждо-
го компонента, обеспечивающего максимальное 
значение целевой функции оптимизации (12). 
Решение оптимизационной задачи выполняется 
на основе методов статистического программи-
рования [7]. Разработанный метод и алгоритм 
решения задачи (12)–(14) включает следующие 
этапы: 

1. Генерация случайным образом вектора 
распределения энергии по фракциям  компонен-

тов  { }.jEE
 
 

2. Расчет согласно (3)–(4) гранулометриче-
ского состава продуктов разрушения каждой 
фракции при заданном подводе энергии. Расчет 
результирующего гранулометрического состава 
продуктов разрушения как смеси гранулометри-
ческих составов продуктов разрушения отдель-
ных фракций. 

3. Расчет согласно (12) значения энтропии 
состояния системы после разрушения. 

4. Если найденное значение энтропии 
больше максимального, то максимальное значе-
ние и оптимальные искомые распределения об-
новляются. 

5. Пункты 1–4 повторяются заданное число 
раз или до достижения заданного значения це-
левой функции. Результаты решения выводятся 
в виде графиков или таблиц. 

Разработанный алгоритм реализован в ви-
де программного модуля в среде программиро-
вания Matlab. С его использованием проведены 
расчетные исследования для тестирования мо-
дели и определения эффективных условий раз-
деления смеси разнопрочных компонентов. 

Результаты и обсуждение. В качестве 
интегральной оценки эффективности обогаще-
ния был использован показатель степени очист-
ки, значение которого при полном выделении 
ключевого компонента в целевом продукте равно 
единице, а при отсутствии разделения – нулю:  

  1 10 2 20/ / ,M M M M                                    (15) 

где  – степень очистки смеси; М1, М2 –  массопо-
токи компонентов с разной прочностью на выхо-
де из установки в целевом продукте; М10, М20  –
аналогичные величины на входе в установку.  

Значения М1, М2 определялись в ходе рас-
четных исследований по предложенной модели 
измельчения смеси (12)–(14). Кроме модели из-
мельчения, для определения степени очистки 
(15) использована модель идеального разделе-
ния с одинаковым для каждого компонента смеси 
граничным размером разделения [10]. Прочност-
ные свойства компонентов при выполнении рас-
четов характеризуются коэффициентом пропор-
циональности СR в энергетическом законе из-
мельчения Риттингера [1]. 

Полученные результаты решения задач при 
различной их постановке представлены ниже. 

Пример решения задачи 1 в виде зависи-
мости массовой доли проходов частиц компонен-
тов смеси F через контрольное сито с размером 
ячеек х при независимом измельчении прочного 
(сплошная линия) и менее прочного (пунктирная 
линия) компонентов (CR1/CR2 = 40) смеси пред-
ставлен на рис. 2. Анализ результатов показал, 
что разницы в массовых долях для разных раз-
меров фракций и при разном энергоподводе су-
щественно различаются.  
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Рис. 2. Грануломертрические составы продуктов 
измельчения смеси монофракций прочного (сплошная 
линия) и менее прочного (пунктирная линия) 
компонентов смеси (CR1/CR2 = 40) при одинаковом 
подводе к ним энергии и при независимом их 
измельчении (задача 1): 1 – Е = 10; 2 – Е = 20; 3 –  
Е = 30; 4 – Е = 40 условных единиц энергии (у.е.э) 
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Для оценки возможного обогащения при ис-
пользовании классификации продуктов измельче-
ния по разному граничному размеру [10] проведе-
ны соответствующие расчетные исследования, 
результаты которых приведены на рис. 3. Расчет-
ные результаты представлены в виде зависимо-
сти степени очистки смеси компонентов от под-
вода энергии при различных соотношениях проч-
ностных свойств материалов и при классифика-
ции по разным граничным размерам (задача 2). 
Анализ полученных результатов показал, что 
увеличение граничного размера разделения 
смещает значение максимальной степени очист-
ки в область меньших удельных энергоподводов. 
Максимальное значение степени очистки, со-
гласно зависимостям на рис. 3,а,б, увеличивает-
ся с ростом различия прочностных свойств ком-
понентов. 
 

0 10 20 30 40 50
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Е



1

2

3

4

6

5

a)

0 10 20 30 40 50
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

E



1

2

3

4

5

6

б)

 
Рис. 3. Зависимость степени очистки компонентов от 
подвода энергии при различных соотношениях проч-
ностных свойств материалов: а – CR1/CR2 = 20; б –
CR1/CR2 = 40; и при разном граничном размере раз-
деления классификации: 1 – хг = 10; 2 – хг = 125; 3 –  
хг = 165; 4 – хг = 250; 5 – хг = 450; 6 – хг = 800 мкм (задача 2) 

 

Результаты решения задачи 3 представлены 
на рис. 4 в виде гранулометрических составов 

осколков дробления и распределения энергии по 
фракциям разрушаемого материала. Следует 
отметить, что известная [1] гипотеза о подводе 
энергии к фракции пропорционально ее массо-
вой доле не подтвердилась в рамках проведен-
ных исследований. При различном суммарном 
энергоподводе к материалу кривые распределе-
ния энергии (рис. 4, кривые 2, 3) различаются, 
хотя гранулометрический состав исходного по-
рошка оставался при этом без изменения. От-
клонение вида зависимости распределения энер-
гоподвода к фракциям от распределения мате-
риала по фракциям свидетельствует о непод-
тверждении данной гипотезы расчетными ре-
зультатами, полученными в рамках энтропийного 
моделирования измельчения. 
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Рис. 4. Гранулометрический состав исходного  продук-
та (1) и отнормированное распределение энергии по 
фракциям  при разном суммарном подводе энергии к 
измельчаемому материалу: 2 – Е = 10; 3 – Е = 40 у.е.э. 
(задача 3) 

 
Результаты тестирования предложенного 

метода решения задачи 4 с помощью представ-
ленного выше алгоритма приведены на рис. 5. В 
данном случае показано распределение продук-
тов измельчения по крупности для двух компо-
нентов при одинаковых и разных прочностных 
свойствах обоих компонентов. Пример с одина-
ковыми прочностными свойствами компонентов 
выбран в качестве теста и показан на рис. 4 кри-
вой 1 для одного и точками для другого компо-
нента. Практическое совпадение гранулометри-
ческих составов продуктов измельчения свиде-
тельствует о достоверности предложенного опи-
сания и метода решения задачи, а также о воз-
можности его дальнейшего использования для 
анализа процесса разделения компонентов.  
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Рис. 5. Гранулометрический состав продуктов  из-
мельчения первого компонента (сплошная линия) и 
второго компонента (точки) при различном соотноше-
нии прочности компонентов смеси: 1 – CR1/CR2 = 1 
(тест); 2 – CR2/CR1 = 20 (задача 4) 

 
Выводы. Разработанная математическая 

модель служит основой для создания более эф-
фективных методов организации процессов раз-
деления компонентов в технологических уста-
новках различного назначения. 
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