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Синтез робастных систем управления мехатронными объектами  

с цифровыми регуляторами и наблюдателями состояния1 
 

Авторское резюме 
  
Состояние вопроса. В настоящее время в системах автоматического управления мехатронными объ-
ектами применяются цифровые регуляторы с наблюдателями состояния, высокие потенциальные воз-
можности которых обусловлены гибкостью структуры и развитыми методами синтеза. Вместе с тем при 
проектировании и практической реализации таких систем возникает проблема обеспечения робастно-
сти, связанная с параметрической неопределенностью типичных мехатронных объектов. Большинство 
методов синтеза робастных САУ основаны на применении непрерывных математических моделей и не 
учитывают специфики цифровой реализации регуляторов с наблюдателями состояния.  
Материалы и методы. Использованы методы пространства состояния, модального управления, 
цифрового проектирования систем, алгоритмы численной оптимизации, имитационного моделирова-
ния в среде MatLab. 
Результаты. Предлагается методика синтеза робастных цифровых систем модального управления с 
наблюдателями состояния, основанная на формировании динамических характеристик в пределах 
областей параметрической грубости. При этом низкая чувствительность САУ к вариациям парамет-
ров объекта управления обеспечивается за счет минимально-фазового характера передаточной 
функции комплексного регулятора, а низкая чувствительность к вариациям собственных параметров 
регулятора – за счет исключения положительных обратных связей как в контуре управления, так и в 
контуре подстройки.  
Выводы. Разработанные рекомендации по выбору быстродействия контуров регулятора с наблюда-
телем состояния в пределах областей робастности, а также по формированию рациональной струк-
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туры наблюдателя позволяют синтезировать цифровую САУ с низкой чувствительностью к вариаци-
ям как параметров объекта управления, так и собственных параметров регулятора.  
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Synthesizing robust control systems for mechatronic objects  

with digital state controllers and observers 
 

Abstract 
 
Background. Currently, digital controllers with state observers are widely applied in automatic control sys-
tems for mechatronic objects, which great potential abilities are caused by structural flexibility and developed 
methods of synthesis. However, during design and practical implementation of the systems there is problem 
of robustness, associated with parametrical uncertainty of typical mechatronic objects. Most methods for syn-
thesis of robust control systems are based on application of continuous mathematical models and do not 
take into account specific of digital realization of controllers with state observers. 
Materials and methods. Methods of state space, modal control, digital system design, numerical optimiza-
tion algorithms and simulation in MatLab environment were used. 
Results. We propose a method of synthesizing robust digital modal control systems with state observers 
based on generating dynamic system characteristics within the areas of parametric robustness. Further, low 
sensitivity of the system to changes in controlled object parameters is ensured by the minimal phase charac-
ter of the complex controller transfer function, while low sensitivity to changing parameters of the controller 
itself is ensured by excluding positive feedback in both control and  adjustment circuits. 
Conclusions. Developed recommendations of choosing dynamic characteristics of state controller with ob-
server loops within robustness areas and of forming rational state observer structure allow us to synthesize 
digital automatic control system with low sensitivity for variation of both control object parameters and inher-
ent controller parameters. 
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Введение. В условиях возрастания 
требований к качеству управления ме-
хатронными объектами при ограниченных 
вычислительных ресурсах микропроцес-
сорных систем, применяемых в режиме ре-
ального времени, становится актуальным 
применение методов синтеза цифровых 
регуляторов с наблюдателями состояния 
(РНС) по дискретным моделям [1, 2].   

Ключевую роль в современной теории 
и практике автоматического управления 
играет проблема обеспечения робастности, 
т. е. сохранения устойчивости и приемле-
мого качества управления в условиях не-
определенности параметров САУ [3–10]. 

Как было показано ранее, значительные 
возможности синтеза робастных систем 
содержатся в классическом модальном 
управлении, реализуемом на базе регуля-
торов состояния различного типа [1, 6, 9].  

Применительно к системам с РНС 
было показано, что снижение чувствитель-
ности к вариациям параметров объекта 
управления достигается формированием 
такого распределения полюсов характери-
стического полинома, при котором сохра-
няется минимально-фазовый характер пе-
редаточной функции управляющего 
устройства [1, 2, 9].  

http://ispu.ru/taxonomy/term/251
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При этом низкая чувствительность 
системы к вариациям собственных пара-
метров РНС достигается путем выбора 
структуры и формирования темпа под-
стройки, при котором исключается появле-
ние положительных обратных связей как в 
основном контуре управления, так и в кон-
туре подстройки наблюдателя [1, 2]. 

Вместе с тем разработка и исследо-
вание методов синтеза робастных систем с 
регуляторами состояния выполнялись в 
основном для непрерывных моделей ме-
хатронных объектов. Всестороннее иссле-
дование эффективности подобных методов 
при синтезе цифровых систем управления 
с РНС для мехатронных объектов не про-
водилось. 

Одной из особенностей цифровых 
методов синтеза САУ является неодно-
значность перехода от непрерывной моде-
ли объекта управления к дискретной  
(Z-преобразования). При этом, в зависимо-
сти от применяемого метода преобразова-
ния, могут меняться свойства моделей 
объектов, в том числе характеристики 
управляемости и наблюдаемости, а следо-
вательно, и параметрическая грубость син-
тезируемой системы [11–13].  

Ниже предлагается исследование 
эффективности методов синтеза робаст-
ных цифровых систем с РНС по дискрет-
ной модели мехатронного объекта управ-
ления, а также влияния методов дискрети-
зации на робастные свойства полученных 
вариантов САУ. 

Постановка задачи исследования. 
Будем рассматривать варианты цифровой 
системы управления с РНС, структурная 
схема которой приведена на рис. 1, где 
приняты следующие обозначения: z – опе-
ратор дискретного преобразования; yr, y и 
ym – входной и выходные сигналы объекта 
и наблюдателя; U – управляющее воздей-
ствие на объект; xm – вектор координат со-
стояния наблюдателя; Ad, Bd и Cd – матри-
цы состояния, входа и выхода наблюдате-
ля с размерностями n×n, 1×n и n×1; Kd – 
матрица регулятора состояния; Ld – матри-
ца подстройки наблюдателя.  

Синтез цифровой системы с РНС бу-
дем проводить методом модального 
управления по методике, аналогичной 
предложенной ранее [1, 9] для непрерыв-
ных систем, на основе дискретной переда-
точной функции объекта: 

1
1 1 0

1
1 1 0

...( )
( )

( ) ...

m m
m m

o n n
n

b z b z b z bB z
H z

A z z a z a z a







   
 

   
 , 

где m = deg B(z), n = deg A(z) – степени по-
линомов числителя и знаменателя. Пред-
полагается, что наблюдатель состояний 
может быть представлен в произвольном 
координатном базисе, в том числе в кано-
нических формах управляемости (КФУ) и 
наблюдаемости (КФН). 

 
 

Рис. 1. Обобщенная структура цифровой си-
стемы управления с РНС 

 
Вычисление параметров регулятора 

состояния (матрицы Kd) осуществляется 
на основе желаемого характеристического 
полинома замкнутой цифровой системы с 

РНС 1
1 1 0( ) ...n n

nD z z d z d z d
      по 

формулам: 
1

d d d d
 K K U U ; 

0 0 1 1 1 1[ , , ..., ]d n nd a d a d a    K ,            (1) 

где 2 1[      ... ]n
d d d d d d d d

U B A B A B A B  и 

2 1[      ... ]n
d d d d d d d d

U B A B A B A B  – матрицы 

управляемости наблюдателя в КФУ и в его 
собственных координатах соответственно; 

dK – матрица регулятора состояния для 

наблюдателя, представленного в КФУ.  
Вычисление матрицы подстройки 

наблюдателя dL  осуществляется на осно-

ве желаемого характеристического поли-

нома * * 1 * *
1 1 0(z) ...n n

nD z d z d z d
      по 

аналогичным (дуальным) формулам: 
1

d d d d
 L L V V  ; 

* * *
0 0 1 1 1 1[ , , ..., ]d n nd a d a d a    L ,           (2) 

где 1[  ,   ,  ...  ,  ( ) ]T T T T n T
d d d d d d

V C A C A C  и 

1[  ,   ,  ...  ,  ( ) ]T T T T n T
d d d d d d

V C A C A C  – матри-

цы наблюдаемости в КФН и в собственных 
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координатах наблюдателя; dL  – матрица 

подстройки наблюдателя, представленного 
в КФН. 

 Значения среднегеометрических 
корней (СГК) полиномов контура управле-

ния D(z) и контура подстройки D*(z), d  и 

*
d  соответственно, в цифровой системе 

управления можно определить по форму-
лам [12, 13]:  

exp( )d o oT   ;  

*
нexp( )d oT   , 

где o  и н  – СГК полиномов аналогово-

го прототипа РНС, рад/c (в соответствии с 
требованием разделения темпов движе-

ний величину н  выбирают в 2–3 больше, 

чем o ). 

Требуется синтезировать робастную 
цифровую систему управления, сохраняю-
щую устойчивость при вариациях парамет-
ров объекта управления в заданных интер-

валах: i ia a  , j jb b  , i = 1, 2, … ,n;  

j = 1, 2,…,m. Положим, что данный объект 
обладает свойством управляемости и яв-
ляется минимально-фазовым. 

Метод синтеза робастных цифро-
вых систем с РНС. Как было показано ра-
нее [9, 12], цифровая система управления 
будет обладать робастными свойствами в 
отношении параметров объекта управле-
ния, если регулятор является минимально-
фазовым дискретными звеном, то есть ну-
ли и полюсы его передаточной функции 
расположены в пределах окружности еди-
ничного радиуса. Рассмотрим особенности 
синтеза робастной цифровой системы с 
РНС на основе данного постулата и иссле-
дуем факторы, влияющие на конфигурацию 
областей параметрической грубости САУ.  

Как показывает анализ структуры САУ, 
приведенной на рис. 1, регулятор с наблю-
дателем состояния представляет собой 
единое динамическое звено, т. е. является 
по сути управляющим устройством «входа–
выхода», аналогичным полиномиальному 
регулятору. С учетом этого дискретная пе-
редаточная функция от входа к выходу РНС 
как единого динамического звена определя-
ется матричной формулой: 

1

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ,

РНС

T T
d d d d d d d

U z R z
H z

y z C z

z 

  

   K I A B K L C L

            (3) 

где y(z) и U(z) – сигналы на входе и выходе 
РНС; I – единичная матрица.  

Важно отметить, что значения поли-
номов регулятора R(z) и C(z) не зависят от 
формы представления наблюдателя и 
определяются видом полиномов D(z) и 
D*(z) и значениями их среднегеометриче-

ских корней d  и *
d . 

В целях обеспечения параметриче-
ской грубости цифровой системы управле-
ния с РНС рекомендуется выбирать значе-
ния среднегеометрических корней характе-
ристических полиномов D(z) и D*(z) в пре-
делах зоны робастности, где передаточная 
функция регулятора (3) носит минимально-
фазовый характер. Очевидно, границы 
этой зоны будут зависеть как от свойств 
самого объекта управления, т. е. располо-
жения его нулей и полюсов, так и от при-
меняемого метода Z-преобразования и 
значения периода квантования.   

Для получения дискретных моделей 
мехатронных объектов, как правило, ис-
пользуются известные методы Z-преоб-
разования [12, 13]: импульсной инвариант-
ности (impulse); согласованного преобразо-
вания (matched); преобразования с экстра-
поляторами нулевого (zoh) и первого (foh) 
порядков; билинейного преобразования 
Тастина (tustin). Все указанные методы ре-
ализуются в среде MatLab при помощи 
функции sysd = c2d(sys, ‘zoh’), где sys и 
sysd – наименования непрерывной и дис-
кретной модели линейной системы, zoh – 
способ преобразования.  

Для построения областей робастно-
сти цифровых систем управления в зави-
симости от применяемого метода  
Z-преобразования была разработана про-
грамма в среде MatLab, осуществляющая 
расчет параметров РНС по формулам (1) и 
(2), определяющая нули и полюсы переда-
точной функции с использованием форму-
лы (3) и проверяющая условия параметри-
ческой грубости при вариации значений 

среднегеометрических корней d  и *
d . 

Синтез робастной системы управ-
ления мехатронным объектом с РНС. 
Рассмотрим синтез робастной цифровой 
системы с РНС на примере двухмассовой 
электромехатронной системы (ЭМС) с 
двигателем постоянного тока [4, 9], струк-
тура которой приведена на рис. 2, где M – 
электромагнитный момент; Mу – момент 

упругости; 1 , 2 – угловые скорости 1-й и 
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2-й масс. Принятые значения параметров: 
C = 0,16 Вб – конструктивный параметр дви-

гателя; aT = 0,11 с, aR  = 3,15 Ом – постоян-

ная времени и сопротивление якорной цепи; 
J1 = 0,01, J2 = 0,25 кг·м2 – моменты инерции 
1-й и 2-й масс; C12 = 0,65 Н·м – коэффици-
ент жесткости; KE = 0,075 кг·м2 /с – коэф-
фициент трения; KPC = 1 и TPC = 0,001 с – 
коэффициент и постоянная времени сило-
вого преобразователя. 

Пренебрегая малой постоянной вре-
мени силового преобразователя при синте-
зе робастной САУ, получим следующую 
передаточную функцию непрерывного 
объекта управления: 

2

4 3 2

( )
( )

( )

13,853 120,06
.

16,891 145,9 616,76 19,209

o

s
H s

U s

s

s s s s


 




   

 

Преобразование модели объекта в 
дискретную форму при синтезе цифрового 
РНС осуществлялось средствами про-

граммного комплекса MatLab с использова-
нием функции sysd = c2d(sys, ‘…’). 

В целях исследования робастных 
свойств цифровой системы с РНС синтез 
контура управления проводился на основе 
желаемого полинома Ньютона, заданного 

в дискретной форме 4( ) ( )dD z z   при 

вариации d , контура подстройки – на ос-

нове полинома * * 4( ) ( )dD z z   при вари-

ации * .d  

С использованием специально разра-
ботанной программы для цифровой систе-
мы управления с РНС, синтезированной по 
дискретной модели двухмассовой ЭМС, 
были вычислены интервалы значений СГК, 
в пределах которых соблюдаются условия 
робастности. Значения полученных интер-
валов робастности для различных методов 
дискретизации непрерывной модели объ-
екта управления, реализуемых в среде 
MatLab, приведены в таблице.  

 

Рис. 2. Структура цифровой системы управления мехатронным объектом с наблюдателем в КФУ 
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Границы зон робастности цифровой системы управления с РНС 

Метод  
Z-преобразования 

Границы зоны робастности в зависимости от темпа подстройки РНС 

н = 25 рад/c, o  н = 35 рад/c, o  н = 75 рад/c, o  

Аналоговый РНС [ 5,2 ; 17,8] [ 5,2 ; 15,3] [ 5,2 ; 13,1] 

‘zoh’ [ 2,9 ; 3,8] U [ 6,2 ; 17,8] [ 3,4 ; 4,1] U [ 5,9 ; 15,4] [ 4,1 ; 4,3] U [ 5,7 ; 13,4] 

‘matched’ [ 2,9 ; 3,8] U [ 6,2 ; 17,8] [ 3,4 ; 4,1] U [ 5,9 ; 15,4] [ 4,1 ; 4,3] U [ 5,7 ; 13,4] 

‘impulse’  [ 2,8 ; 3,9] U [ 6,2 ; 17,6] [ 3,3 ; 4,1] U [ 5,9 ; 15,3] [ 4,0 ; 4,3] U [ 5,7 ; 13,3] 

‘foh’  [ 1,0 ; 2,5] U [ 5,1 ; 13,2] [ 1,0 ; 2,5] U [ 4,6 ; 11,4] [ 3,8 ; 9,4] 

‘tastin’ [ 5,9 ; 15,1] [ 6,2 ; 12,7] [ 6,3 ; 10,1] 

 
Конфигурация полученных областей 

робастности существенно зависит от мето-
да преобразования, причем наилучшие ре-
зультаты дают точные методы Z-преоб-
разования: импульсной инвариантности 
(impulse); согласованного преобразования 
(matched); преобразования с экстраполято-
рами нулевого (zoh) порядка. Для указан-
ных методов границы зон робастности 
цифровой системы с РНС приближаются к 
соответствующим границам для аналогово-
го регулятора, синтезированного по непре-
рывной модели объекта.  

В частности, для дискретной модели 
объекта, преобразованной методом ‘zoh’ 
при То = 0,01 c, в зоне робастности при  

o = 15 рад/c и н  = 75 рад/с были полу-

чены следующие параметры РНС: 

dK  = [0,295 –0,970 1,062 –0,388]; 

dL  = [1,488 109 1,364 109 1,251 109 1,147 109]. 

Вне зоны робастности при o = 30 рад/c 

и н  = 75 рад/с были получены следую-

щие параметры:  

dK  = [0,543 –1,894  2,214 –0,868]; 

dL  = [1,488 109 1,364 109 1,251 109 1,147 109]. 

Графики переходных процессов в 
системе с РНС при соблюдении  

( o = 15 рад/c) и нарушении ( o = 30 рад/c) 

условий робастности для н = 75 рад/с при-

ведены на рис. 3,а,б соответственно, где 
кривая 1 соответствует номинальным пара-
метрам объекта управления, кривые 2 и 3 – 
вариации параметра J2 = 0,15 ± 0,3 кг·м2. 
Как показывает анализ полученных дан-
ных, при нарушении условий робастности 
параметрическая чувствительность циф-
ровой системы управления мехатронным 
объектом с РНС существенно возрастает. 

Чувствительность к вариациям 
собственных параметров РНС. Вопросы 

чувствительности РНС к вариациям соб-
ственных параметров не теряют своей ак-
туальности даже при цифровой реализа-
ции, поскольку ограниченная разрядная 
сетка вычислителя, квантование сигналов 
по уровню и по времени могут существенно 
затруднить практическую реализацию тако-
го устройства и ухудшить качество управ-
ления при низком уровне его собственной 
параметрической грубости [1, 2]. 

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 3. Переходные характеристики  системы с 
РНС в зоне робастности (а) и за ее пределами (б) 

 
Структурная схема на рис. 1 наглядно 

показывает, что совокупность асимптоти-
ческого наблюдателя и регулятора состоя-
ния представляет собой самостоятельную 
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динамическую систему с двумя комплекса-
ми обратных связей, образуемых элемен-
тами матрицы Kd по координатам состоя-
ния НС и элементами матрицы L – по его 
выходной координате. 

Как было показано ранее [2] для ана-
логовых систем управления, РНС как еди-
ное динамическое звено обладает низкой 
чувствительностью к вариациям собствен-
ных параметров, если все обратные связи 
по координатам состояния (матрица Kd) и 
по выходной координате объекта управле-
ния (матрица L) являются отрицательными. 
При этом появление положительных об-
ратных связей считается признаком высо-
кой параметрической чувствительности 
РНС, поскольку приводит к снижению запа-
са устойчивости системы. 

Указанные условия параметрической 
грубости аналоговых РНС обеспечиваются 
путем формирования темпа процесса 
управления путем выбора значения СГК 
полинома D(z) и темпа процесса подстрой-
ки путем выбора значения СГК полинома 
D*(z) в пределах соответствующих зон ро-
бастности, исключающих появление поло-
жительных коэффициентов матриц обрат-
ных связей Kd и L. 

В случае цифровой реализации 
наблюдателя состояния определить харак-
тер обратных связей оказывается затруд-
нительно, поскольку даже для минимально-
фазового звена коэффициенты дискретной 
передаточной функции могут принимать 
отрицательные значения. В связи с этим 
предлагается преобразовать матрицы 
цифрового наблюдателя состояния в не-
прерывную форму и определять зоны ро-
бастности для аналогового прототипа РНС.  

Для построения областей робастно-
сти цифровых РНС была разработана про-
грамма в среде MatLab, осуществляющая 
преобразования наблюдателя в непрерыв-
ную форму с использованием функции  
sys = d2c(sysd, ‘zoh’), расчет матриц конту-
ра управления Kd и контура подстройки L 
при вариации значений СГК характеристи-
ческих полиномов и анализ характера об-
ратных связей.  

Важную роль в обеспечении пара-
метрической грубости РНС играет выбор 
формы структурного представления 
наблюдателя, определяющий в основном 
конфигурацию областей робастности, в 
пределах которых гарантируется отсут-
ствие положительных обратных связей.  

В случае тенденции к вырождению 
передаточной функции объекта управле-
ния наблюдатель в КФУ будет терять 
наблюдаемость, что приведет к формиро-
ванию положительных обратных связей в 
контуре подстройки, а наблюдатель в КФН 
будет терять управляемость, что приведет 
к формированию положительных обратных 
связей в контуре управления.  

В этой ситуации более рациональным 
зачастую оказывается реализовать наблю-
датель в форме объекта управления или в 
других формах, обладающих  оптимальным 
(сбалансированным) сочетанием свойств 
управляемости и наблюдаемости [2, 15].  

Рассмотрим влияние формы структур-
ного представления наблюдателя состоя-
ний на чувствительность цифровой системы 
управления к вариациям собственных па-
раметров РНС на примере двухмассовой 
МС с двигателем постоянного тока (рис. 2).  

Синтезируем варианты цифровой си-
стемы с наблюдателями состояний раз-
личной структуры (КФУ, КФН и форма объ-

екта) для значений СГК o  = 12,5 рад/c и 

н  = 25 рад/c, при которых аналоговый 

прототип системы обладает высокой чув-
ствительностью к вариациям собственных 
параметров РНС. 

При реализации РНС в координатах 
объекта управления для получения матриц 
Ad, Bd и Cd в цифровой форме целесооб-
разно использовать метод согласованного 
Z-преобразования (matched), поскольку в 
этом случае структура наблюдателя полу-
чается наименее сложной и в наибольшей 
степени соответствует структуре непре-
рывного объекта. 

Переходные характеристики цифро-
вой системы управления с РНС в формах 
КФУ, КФН и в форме объекта приведены на 
рис. 4,а,б,в соответственно, где кривая 1 
соответствует номинальным параметрам 
РНС, кривая 2 – увеличению параметра k1 
на 0,1 %, кривая 3 – увеличению l1 на 0,1 %. 

Как показывает анализ полученных 
характеристик, цифровая система с 
наблюдателем состояний в канонических 
формах (КФУ и КФН), как и аналоговый 
прототип САУ, при заданном быстродей-
ствии обладает высокой чувствительно-
стью к вариациям собственных параметров 
РНС. В то же время система с наблюдате-
лем в координатах объекта управления 
имеет более широкую зону параметриче-
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ской грубости, что обеспечивает значи-
тельно меньшую чувствительность к пара-
метрическим возмущениям.  

 
а) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 4. Переходные характеристики цифровой 
системы с наблюдателем, реализованным в 
КФУ (а), в КФН (б) и в форме объекта (в)  
 

Выводы. Таким образом, формиро-
вание характеристического полинома САУ 
в пределах области параметрической гру-
бости, обеспечивающее минимально-
фазовый характер передаточной функции 
РНС, позволяет синтезировать робастную 
цифровую систему управления. При этом 
конфигурация зоны параметрической гру-
бости цифровой системы соответствует 
зоне аналогового прототипа, синтезиро-
ванного по непрерывной модели объекта. 

При тенденции объекта к вырожде-
нию передаточной функции в цифровой 
системе с РНС возрастает чувствитель-
ность к вариациям собственных парамет-
ров регулятора, что осложняет микропро-
цессорную реализацию управляющего 
устройства. В этой ситуации более рацио-
нальным оказывается реализовать наблю-
датель в форме объекта управления или в 
других формах, обладающих оптимальным 
сочетанием свойств управляемости и наблю-
даемости.  
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