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Разработка вероятностно-статистической модели расширения  
и аксиальной структуры псевдоожиженного слоя частиц антрацита1 

 
Авторское резюме 

 
Состояние вопроса. На многих стадиях приготовления и переработки дисперсного топлива частицы 
материала находятся в режиме псевдоожижения. Для характеристики механического контакта между 
потоком воздуха и одиночной частицей используется эффективный коэффициент ее сопротивления 
Cd. Величина эффективного коэффициента зависит не только от силы гидравлического сопротивле-
ния, но и учитывает влияние некоторого набора других сил. Указанный набор сил достаточно усло-
вен, поэтому в литературе для расчета коэффициента эффективного сопротивления можно встретить 
множество эмпирических зависимостей. Выбор подходящей зависимости является часто затрудни-
тельным, кроме того, он требует решения задачи об учете стесненного обтекания частицы. В связи с 
этим сравнительное исследование использования наиболее известных зависимостей для коэффици-
ента сопротивления на основе единого  метода учета стесненности потока является актуальным. 
Материалы и методы. В качестве математической основы моделирования стесненного движения 
материала в псевдоожиженном слое используется теория цепей Маркова. Выполнена параметриче-
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ская идентификация модели и переходные матрицы поставлены в соответствие с физическими па-
раметрами массопотоков, что делает предлагаемую модель нелинейной. Результаты численных экс-
периментов получены с использованием двух эмпирических зависимостей для коэффициента сопро-
тивления частиц. 
Результаты. Предложена вероятностно-статистическая модель формирования объема и аксиальной 
структуры псевдоожиженного слоя. Выполнен анализ двух сценариев формирования псевдоожижен-
ного слоя при использовании различных эмпирических зависимостей для коэффициента сопротивле-
ния частиц. На основе теории цепей Маркова разработана и апробирована модель для описания 
формирования объема и аксиальной структуры псевдоожиженного слоя. Показана недостаточная од-
нозначность физических моделей для определения коэффициента сопротивления частицы в стес-
ненном потоке. 
Выводы. Проведенные исследования подтвердили, что качественно непротиворечивое описание 
структурной неоднородности псевдоожиженного слоя возможно с использованием нелинейных мате-
матических моделей, основанных на мезомасштабном уровне декомпозиции объекта. Прогностиче-
ская эффективность подобных моделей лимитируется малой надежностью зависимостей для расчета 
коэффициента сопротивления одиночной частицы. Можно констатировать высокую актуальность 
дальнейших сравнительных исследований в целях проверки различных зависимостей для расчета 
коэффициентов сопротивления газ–частица с точки зрения обеспечения ими надежного прогноза вы-
соты псевдоожиженных слоев. 
 
Ключевые слова: кипящий слой, вектор состояния, переходная матрица, скорость витания частицы, 
твердое топливо 
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Development of stochastic model of particulate coal fluidized bed expansion 

and axial structure  
 

Abstract 
 
Background. Particulate solids are in the state of fluidization at many stages of preparation and treatment of 
solid fuels. An effective drag force coefficient Cd is used to describe a mechanical contact between gas 
stream and an individual particle. The evaluation of the effective drag force coefficient is not limited by the 
force of hydraulic resistance but also includes a set of different forces. This set of forces is ra-
ther indeterminate, and a lot of empirical equations for effective drag force coefficient calculations can be 
found in the scientific papers.  Choosing the applicable formula for calculation is often difficult. In addition, it 
requires taking into account the flow patterns around an individual particle. Thus, a comparative study to ex-
amine the most well-known drag force models with a uniform approach to account the flow patterns around 
an individual particle is important. 
Materials and methods.  The Markov chain approach is used as a mathematical basis for modeling of the 
flow patterns in a fluidized bed. The identification of the model parameters is completed and the complemen-
tation of transition matrices with the current physical properties of substances involved into the flow makes 
the model non-linear. The comparative study of the results obtained with using of the two correlations for 
drag force coefficient is performed.  
Results. The stochastic model of fluidized bed expansion and axial structure has been proposed. The com-
parative analysis of two different scenarios of fluidized bed expansion    using    different drag force models  
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has been performed. The authors developed and tested the model to describe fluidized bed expansion and 
axial structure on the basis of the Markov chain approach. The low certainty of physical drag coefficients 
models under conditions of flow patterns around an individual particle has been shown. 
Conclusions. The conducted research proves that consistent description of structure inhomogeneity of fluid-
ized bed is possible using the nonlinear mathematical models based on mesoscale level of the object de-
composition. Predictive efficiency of similar models is limited by low reliability of formula for calculation of 
drag force coefficient. Thus, it is possible to state the importance of further comparative research to check 
different formulas for calculation of gas-particle drag force coefficient in order to provide a reliable forecast of 
the fluidized bed height. 
 
Key words: fluidized bed, state vector, transition matrix, particle settling velocity, solid fuel 
 
DOI: 10.17588/2072-2672.2020.6.068-076 
 

Введение. Выработка электроэнер-
гии и тепла в Российской Федерации в зна-
чительной мере осуществляется за счет 
природного газа (его доля в топливно-
энергетическом балансе (ТЭБ) сохраняется 
на уровне порядка 50 % [1–2]). Подобная 
ситуация не может быть названа удовле-
творительной в связи с тем, что, во-
первых, природный газ является ценным 
ресурсом для химической технологии, во-
вторых, стратегически значимым ресурсом, 
влияющим на финансово-экономические 
параметры внешнеэкономической дея-
тельности страны. Планируемое снижение 
объемов потребления природного газа для 
удовлетворения энергетических нужд на 
внутреннем рынке закреплено в государ-
ственной программе «Энергетическая 
стратегия России до 2035 года» и предпо-
лагает расширение ее твердотопливной 
ниши и диверсификацию энергетики [2]. 
Вместе с тем продолжительность эксплуа-
тации большей части функционирующих 
твердотопливных котлов (порядка 90 %) 
превысила 30 лет [3], что свидетельствует 
об их физическом и моральном устарева-
нии. Опыт освоения новых котельных уста-
новок, использующих активные гидродина-
мические режимы контактирования частиц 
топлива с несущей средой (газом), показы-
вает, что трудности во многом сопряжены с 
непригодностью существующих методик 
расчета, которые имеют крайне низкую 
прогнозирующую эффективность [3–5]. По-
следняя проблема особенно актуальна для 
расчетов котлоагрегатов пылеугольных 
энергоблоков, использующих технику псев-
доожижения дисперсного топлива [4–5].  

В то же время необходимо подчерк-
нуть, что подобная аппаратура представ-
ляет собой сложные открытые диссипатив-
ные системы с набором обратных связей, 
успех описания которых должен базиро-

ваться на построении адекватных физико-
математических моделей входящих в них 
подсистем [5–7]. В отношении аппаратов с 
активными гидродинамическими режимами 
одной из базовых подсистем является гид-
ромеханика реакционной зоны, без надле-
жащего описания которой невозможен пе-
реход к моделированию технологического 
преобразования дисперсного топлива.  

Параметры полей скоростей и кон-
центраций частиц в потоке несущей среды 
могут быть описаны с использованием раз-
личных методологических подходов. В 
наиболее простом случае объект модели-
рования представляется как единое целое, 
а затем ищется эмпирическое или полуэм-
пирическое его описания. Такой подход 
имеет низкую информативность, но быст-
рое время расчета. Получаемые результа-
ты пригодны для описания конкретного 
объекта. Противоположный вариант анали-
за объекта подразумевает рассмотрение 
объекта как совокупности всех индивиду-
альных частиц, участвующих в процессе 
(например, метод дискретных элементов в 
сочетании с методами вычислительной 
гидродинамики). Использование такого 
подхода дает высокую информативность, 
но исключительно большое время расчета, 
что делает его практически неприемлемым 
для оптимизации, когда необходимо срав-
нивать расчетные варианты. Кроме того, 
использование такого подхода к расчету 
требует идентификации большого числа 
параметров моделей, количественная 
оценка части которых представляется не-
выполнимой. Описанные подходы реали-
зуют некоторые предельные варианты де-
композиции объекта, достоинства и недо-
статки использования этих подходов рас-
смотрены в ряде обобщающих работ [5–7].  

Необходимо отметить, что при чис-
ленной реализации даже подходы, бази-
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рующиеся на рассмотрении бесконечно 
малого объема, фактически оперируют с 
некоторыми малыми, но конечными разме-
рами. В то же время многие исследователи 
указывают на необходимость перехода к 
промежуточным уровням моделирования 
[8–10]. Необходимость построения моде-
лей на основе промежуточного (мезоскопи-
ческого) масштаба декомпозиции системы 
продиктована не только соображениями 
экономии машинных ресурсов (эта труд-
ность с развитием вычислительной техники 
может быть устранена), но и (в большей 
степени) невозможностью идентификации 
значительного числа параметров моделей, 
основанных на более детальном описании 
процесса. Кроме того, предельная степень 
декомпозиции часто противоречит каче-
ственному состоянию объекта (например, 
введение в рассмотрение представитель-
ного объема, который меньше размера ча-
стицы, противоречит физической природе 
взаимодействия газ–частица). 

Для характеристики механического 
контакта между потоком воздуха и одиноч-
ной частицей используется эффективный 
коэффициент ее сопротивления Cd. Вели-
чина эффективного коэффициента зависит 
не только от силы гидравлического сопро-
тивления, но и учитывает влияние некото-
рого набора других сил. Указанный набор 
сил достаточно условен, поэтому в литера-
туре для расчета коэффициента эффек-
тивного сопротивления можно встретить 
множество эмпирических зависимостей. 
Выбор подходящей зависимости является 
часто затруднительным, кроме того, он 
требует решения задачи об учете стеснен-
ного обтекания частицы. 

В связи с этим представляется акту-
альным анализ сценарных вариантов фи-
зического взаимодействия газового потока 
со слоем сыпучего материала в рамках 
единого мезоскопического подхода к по-
строению модели.  

Материалы и методы. Вычислитель-
ная база построения модели основана на 
использовании математического аппарата 
теории цепей Маркова для описания изме-
нения (до достижения установившегося со-
стояния) состояния ансамбля частиц и воз-
душного потока. Рабочее пространство 
подъемной колонны аппарата представля-
ется набором из счетного числа n предста-
вительных объемов (ячеек) с идеальным 
смешением свойств. Указанные ячейки 

жестко связаны друг с другом и формируют 
цепь, которая характеризуется вектором со-
стояния системы S. Процесс движения фаз 
слоя рассматривается в рамках одномерной 
задачи, и каждая ячейка характеризуется 

конечном размером х. Параметры векто-
ров состояний фиксируются только в дис-

кретные моменты времени tk = (k – 1)t, где 

t – промежуток времени между соседними 
состояниями системы (шаг по времени); k – 
номер временного шага.  

Вероятности всех возможных мигра-
ций фаз слоя из данной ячейки вдоль цепи 
записывают в стохастический вектор, кото-
рый, таким образом, содержит вероятности 
для полной группы событий. Стохастиче-
ский вектор, содержащий вероятности, от-
носящиеся к j-й ячейке цепи, записывается 
в j-й столбец переходной матрицы, кото-
рая, таким образом, содержит вероятности 
всех событий, определяющих состояние 

системы через промежуток времени t, и 
является основным оператором модели. 

С учетом этого продольное переме-
щение твердой и несущей фаз описывается 
рекуррентными матричными равенствами: 

Sp
k+1 = Pp

k Sp
k;                                              (1) 

Sg
k+1 = Pg

k Sg
k + Sgf,                                      (2) 

где Sp и Sg – векторы-столбцы объемного 
содержания частиц и агента сушки в ячей-
ках соответственно; Pp

k и Pg
k – матрицы пе-

реходных вероятностей для частиц и газа, 
зависящие от векторов состояния и меня-
ющиеся на каждом переходе; Sgf – вектор 
поступления газа (при подаче через решет-
ку он имеет единственный ненулевой эле-
мент в первой ячейке, равный объему воз-
духа, подаваемому в нее за один времен-
ной переход). 

В рассматриваемой модели для га-
зовой фазы вводятся только вероятности 
перехода вперед (принята модель иде-
ального вытеснения), поэтому переходная 
матрица формируется обычным для по-
добных моделей [9–10] образом и не опи-
сывается далее. 

Для придания модели движения ча-
стиц по цепи прогностических возможностей 
необходимо поставить в соответствие эле-
ментам переходной матрицы Pp физические 
параметры взаимодействия газ–частица. 
Движение в подъемной колонне аппарата 
обусловлено действием на частицу в верти-
кальном направлении сил тяжести, Архиме-
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да, силы гидродинамического сопротивле-
ния, а также силы механического взаимо-
действия от столкновений с другими части-
цами. Относительно легко может быть 
идентифицирована только сила тяжести, 
сила Архимеда часто полагается малозна-
чимой в процессах газ–твердое, так как 
плотность твердых частиц оказывается на 
несколько порядков больше, чем плотность 
газовой фазы [9–11].  

Попытки строгого учета ударных взаи-
модействий формируют отдельное направ-
ление исследований в механике взвесене-
сущих потоков и подробно описаны в [6–7], 
однако возникающие при этом задачи не 
позволяют проводить однозначную иденти-
фикацию всех параметров контактного вза-
имодействия. В связи с этим случайные по 
своей природе контактные силы определя-
ются нами в терминах макродиффузии. При 
этом значения диффузионных вероятностей 
определяются по расчетной схеме, исполь-
зуемой ранее [9–11]. Указанная схема пред-
полагает, что в произвольной ячейке коэф-
фициент макродиффузии частиц зависит от 
их концентрации, которая, в свою очередь, 
определяется локальной скоростью движе-
ния несущей среды w (индекс-номер ячейки 
не приводится): 

0

0

( )fb

D

H w W
D

H K


 ,                                          (3) 

где Hfb и H0 – высота слоя в псевдоожижен-
ном и рыхлонасыпанном состоянии соот-
ветственно (значение H0 рассчитывается 
при известной насыпной плотности мате-
риала, Hfb в начальный момент времени 
равна H0, а для каждого следующего мо-
мента времени наблюдения рассчитывает-
ся с точностью, не превышающей размера 
ячейки, в соответствии с распределением 
материала вдоль цепи); W0 – фиктивная (в 
свободном сечении аппарата) скорость не-
сущей среды; KD – эмпирический параметр 
модели, принятый равным 0,01. 

Сила гидродинамического сопротив-
ления, действующая на одиночную части-
цу, связана с ее весом P через соотноше-
ние [6–12] 

2

2
si

d p g

V
P C f  ,                                       (4) 

где Cd – коэффициент сопротивления оди-
ночной частицы; fp – площадь наибольшего 
поперечного сечения одиночной частицы, 

перпендикулярного вектору скорости; g – 

плотность ожижающей среды; Vs – ско-
рость витания одиночной частицы. 

Скорость витания Vs является одной 
из основных материальных констант в рас-
четах взвесенесущих потоков, фактически 
она представляет собой скорость несущей 
среды, при которой частица в потоке пре-
бывает в равновесии. В предлагаемой мо-
дели доли частиц, которые за время 

наблюдения t покидают или не покидают 
ячейку, зависят от того, какова разница 
между скоростью потока в данной ячейке и 
скоростью витания частицы. Расчетные по-
строения иллюстрирует рис. 1.  

 

 
 
Рис. 1. Вычислительная схема модели перио-
дического реактора с кипящим слоем 

 
В рассмотрение введены вероятности 

перехода в соседнюю ячейку вниз (рd), 
вверх (рu) и вероятность остаться в наблю-
даемой ячейке (рs). Для i-й ячейки вероят-
ности перемещения частиц рsi, рui и рdi, со-
ставляющие матрицу переходных вероят-
ностей, связаны с параметрами процесса 
следующими соотношениями [9–11]: 

рsi = 1 – pui – pdi;                                            (5) 

pdi = di  при (wi – Vsi) > 0;                              (6) 

рdi = vi + di  при (wi – Vsi) < 0;                        (7) 

рui = vi + di  при (wi – Vsi) > 0;                        (8)
 

рui = di  при (wi – Vsi) < 0,                              (9) 

где d – вероятность симметричных мигра-
ций из ячейки (диффузионная вероят-
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ность), вводимая для учета влияния слу-
чайных факторов, обусловленных столкно-
вениями частиц [9–11], связанная с коэф-
фициентом макродиффузии D через соот-
ношение 

d = D∆t/∆x2;                                     (10) 

v – вероятность несимметричных мигра-
ций частиц из ячейки (конвективная веро-
ятность),связанная с параметрами про-
цесса как: 

v = (wi – Vsi)∆t/∆x,                         (11) 

∆x – высота ячейки. 
Для идентификации Vs в настоящем 

исследовании использованы две зависи-
мости, которые позволяют рассчитывать 
коэффициент сопротивления Cd как функ-
цию числа Рейнольдса: 

 0,657

1,09

24 0,413
1 0,173 Re

Re 16300 Re
dC


   


; (12) 

 
0,45

0,31 0,062,25 Re 0,36 Re ,dC              (13) 

где Re – число Рейнольдса по диаметру 
частицы и относительной скорости ее об-
текания. Зависимость (12) предложена в 
[12] для диапазона Re < 2,6·105, зависи-
мость (13) предложена в [13] для диапазо-
на Re < 3·105. 

Зависимости (12)–(13) определяют па-
раметры конвективного переноса твердой 
фазы вдоль цепи, при этом аэродинамиче-
ские параметры частиц зависят не только от 
характерного размера зерен (диаметра), но 
и от режима фильтрации несжимаемой не-
сущей среды, локальная скорость которой 
рассчитывается с учетом уменьшения живо-
го сечения потока в ячейке в результате 
присутствия там частиц [9–11]: 

0
2/3

max

1
8

W
w

С
C


 

   

,                             (14) 

где С и Сmax – текущее и максимальное (в 
плотном слое) значения объемной концен-
трация частиц в ячейке (индекс не приво-
дится). 

Зависимости (1)–(14) можно рассмат-
ривать как замкнутую в параметрическом 
отношении модель псевдоожижения в хо-
лодном реакторе псевдоожиженного слоя 
периодического принципа действия. В каче-
стве модельного материала была исполь-
зована навеска (5 кг) отсева антрацита (мо-
нофракция) с диаметром зерен dp = 6 мм, 
истинной плотностью материала 1650 кг/м3 

и порозностью в рыхлонасыпанном состоя-
нии 0,5. Численному анализу подвергнут 
сценарий ожижения навески материала в 
цилиндрической колонне высотой 2 м с 
внутренним диаметром 0,1 м. 

Результаты. На рис. 2, 3 показаны 
базовые сценарии формирования объема 
и распределения концентрации частиц по 
высоте колонны. В процессе псевдоожиже-
ния свободная поверхность слоя испыты-
вает колебания, характер которых зависит 
от режима движения несущей среды и 
свойств сыпучих частиц [6, 10]. В [9–11] по-
казано, что расширение слоя, определяе-
мое как среднее между максимальным и 
минимальным положениями свободной по-
верхности, может быть рассчитано с ис-
пользованием чисто конвективной модели 
(без учета диффузионных вероятностей). 
При проведении численного эксперимента 
с использованием единого подхода к ре-
шению задачи описания обтекания одиноч-
ной частицы высота слоя зависит только от 
значения коэффициента сопротивления. 
Анализ результатов (рис. 2) показывает, 
что использование для идентификации 
предложенной ячеечной модели полуэмпи-
рических зависимостей (12) и (13) приводит 
к получению сильно разнящихся результа-
тов. Расчетные значения высоты псевдо-
ожиженного слоя отличаются на 43 %. 

 
Рис. 2. Распределения относительного содер-
жания твердой фазы по высоте аппарата, полу-
ченные при расчете по конвективной модели 
(при d = 0): пунктирная линия – плотный слой; 
сплошная линия – псевдоожиженный слой (1 – 
при использовании зависимости (12); 2 – при 
использовании зависимости (13))  
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Графики относительного содержания 
твердой фазы по высоте слоя, представ-
ленные на рис. 1, в качественном отноше-
нии не соответствуют современным пред-
ставлениям о структуре псевдоожиженного 
слоя. Принято выделять нижнюю зону с от-
носительно равномерной и высокой концен-
трацией частиц (плотная фаза слоя) и раз-
бавленную фазу, в которой средняя концен-
трация ниже, а ее распределение характе-
ризуется монотонным убыванием [6–7, 9].  

 
Рис. 3. Распределения относительного содержа-
ния твердой фазы по высоте аппарата, получен-
ные при расчете по конвективно-диффузионной 
модели: пунктирная линия – плотный слой; 
сплошная линия – псевдоожиженный слой (1 – 
при использовании зависимости (12); 2 – при 
использовании зависимости (13))  

 

Параметром модели, который отве-
чает за формирование более качественно-
непротиворечивого распределения, а также 
учитывает наличие колебаний свободной 
поверхности, является коэффициент мак-
родиффузии. Распределения, полученные 
при D > 0, показаны на рис 2. В качествен-
ном отношении результаты становятся 
лучше при любой используемой зависимо-
сти для коэффициентов сопротивления. 
Однако расхождение по высоте, занимае-
мой слоем, увеличивается еще больше (до 
48 %), что вполне закономерно, так как ко-
эффициент макродиффузии в конечном 
счете пропорционален относительной вы-
соте слоя (зависимость (3)).   

На рис. 4, 5 показаны расчетные дан-
ные, детализирующие результаты рис. 2, 3, 
а также характеризующие предложенный 
ячеечный подход в целом. 

 

Рис. 4. Вид расчетных зависимостей Cd(Re) для 
полученных численно сценариев псевдоожиже-
ния: 1 – при использовании полуэмпирического 
соотношения (12); 2 – при использовании полу-
эмпирического соотношения (13)  

 

На рис. 4 представлены значения ко-
эффициентов сопротивления для исследо-
ванного гидродинамического режима. Сле-
дует отметить, что, несмотря на то, что 
расход воздух имеет постоянное значение, 
скорости обтекания (и диапазон чисел Рей-
нольдса) оказываются разными, так как при 
использовании разных полуэмпирических 
зависимостей Cd(Re) слой занимает разный 
объем и внутри него формируются различ-
ные условия обтекания частиц. 

 

Рис. 5. Изменение значения Cd по высоте псев-
доожиженного слоя для полученных численно 
сценариев псевдоожижения: 1 – при использо-
вании полуэмпирического соотношения (12); 2 – 
при использовании полуэмпирического соотно-
шения (13) 
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На рис. 5 показано распределение 
значений коэффициентов сопротивления по 
высоте колонны. Очевидно, что та гидроме-
ханическая ситуация в слое, которая фор-
мируется при использовании зависимости 
(13), объясняется слабым (в сравнении с 
формулой (12)) влиянием значения аргу-
мента Re на величину функции отклика Cd.  

Выводы. Проведенные исследова-
ния подтвердили, что качественно непро-
тиворечивое описание структурной неод-
нородности псевдоожиженного слоя воз-
можно с использованием нелинейных ма-
тематических моделей, основанных на ме-
зомасштабном уровне декомпозиции объ-
екта. В то же время показано, что прогно-
стическая эффективность подобных моде-
лей в основном лимитируется малой 
надежностью зависимостей для расчета 
коэффициента сопротивления одиночной 
частицы, так как коэффициент макродиф-
фузии, который традиционно относится к 
трудно идентифицируемым параметрам 
движения дисперсных сред, имеет сравни-
тельно малое влияние на расширение 
псевдоожиженного слоя. Кроме того, вели-
чина коэффициента макродиффузии зави-
сит от концентрации частиц слоя, которая 
определяется, в свою очередь, принятой 
физической моделью трения газ–частица.  

Таким образом, можно констатиро-
вать высокую актуальность дальнейших 
сравнительных исследований в целях про-
верки различных зависимостей для расче-
та коэффициентов сопротивления газ–
частица с точки зрения обеспечения ими 
надежного прогноза высоты псевдоожи-
женных слоев. 
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