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Дополнительные граничные условия в задачах теплопроводности 

с переменным по координате начальным условием1 
 

Авторское резюме 

 
Состояние вопроса. Получение точных аналитических решений задач теплопроводности с переменным началь-

ным условием представляет большие математические трудности. Известные решения выражаются громоздкими 

функциональными рядами, плохо сходящимися в области малых значений временной и пространственной пере-

менных. В связи с этим получение более простых и эффективных решений указанных задач является актуальной 

проблемой. 

Материалы и методы. Для получения решений использована дополнительная искомая функция и дополнитель-

ные граничные условия. Дополнительная искомая функция позволяет сводить исходное дифференциальное урав-

нение в частных производных к интегрированию обыкновенного дифференциального уравнения. Дополнительные 

граничные условия находятся в таком виде, чтобы их выполнение получаемым решением было эквивалентно вы-

полнению уравнения в граничных точках. 

Результаты. Разработана методика получения аналитического решения задачи теплопроводности при линейном 

изменении начального условия, основанная на определении дополнительной искомой функции и дополнительных 

граничных условий. Из решения обыкновенного дифференциального уравнения относительно дополнительной 

искомой функции определяются собственные числа, которые в классических методах находится из решения крае-

вой задачи Штурма–Лиувилля. Предлагается другое, более простое направление определения собственных чисел. 

Получено точное аналитическое решение задачи теплопроводности для неограниченной пластины с переменным 

по координате начальным условием. 

Выводы. Научная и практическая ценность предложенного аналитического решения состоит в разработке нового 

подхода к определению собственных чисел, а также в исключении процесса определения сложных интегралов при 

выполнении уравнения и начальных условий краевой задачи, что позволяет упростить использование полученного 

решения в инженерных приложениях. 
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Additional boundary conditions in heat conduction problems  
with coordinate variable initial condition  

 
Abstract 

 
Background. It is exceedingly difficult to obtain mathematically accurate analytical solutions of heat conduction prob-

lems with a variable initial condition. Known solutions of these problems are expressed by cumbersome functional series 
that converge poorly in the range of small values of time and space variables. Thus, to obtain simpler and more effective 
solutions of these problems is an urgent issue. 
Materials and methods. The authors have used an additional required function and additional boundary conditions to 

obtain solutions of the problem. Application of the additional required function allows us to reduce the original partial dif-
ferential equation to the integration of an ordinary differential equation. Additional boundary conditions are in such a form 
that their fulfillment using the resulting solution is equivalent to the fulfillment of the equation at the boundary points.  
Results. The authors have developed a technique to obtain an analytical solution of the heat conduction problem under 

a linear change of the initial condition, based on an additional required function and additional boundary conditions. Solu-
tion of an ordinary differential equation with respect to the additional required function determines the eigenvalues. In 
classical methods these eigenvalues are found in the solution of the Sturm–Liouville boundary value problem. The au-
thors have proposed another, simpler solution to determine eigenvalues. An accurate analytical solution of the heat con-
duction problem for an unbounded plate with a coordinate-variable initial condition is obtained. 
Conclusions. The scientific and practical value of the proposed analytical solution is the development of an innovative 

approach to determine eigenvalues, as well as elimination of complex integrals when we solve the equation and initial 
conditions of the boundary value problem. It makes possible to simplify the use of the solution obtained in engineering 
applications. 

 
Key words: non-stationary heat conduction, additional boundary conditions, additional required function, differential 

equation, analytical solution, least squares method 
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Состояние вопроса. Переменные по ко-

ординате начальные условия в краевых зада-
чах возникают в случаях, когда при работе в 
стационарном режиме с температурным пере-
падом по толщине неограниченной пластины на 
одной из ее стенок происходит смена режима 
теплообмена. Требуется определить распреде-

ление температуры по толщине пластины во 
времени до наступления нового стационарного 
режима. Известны точные аналитические ре-
шения подобных задач, полученные классиче-
скими аналитическими методами, однако про-
цесс их получения является сложным и трудо-
емким [1, 2]. 
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В теории теплопроводности используют-
ся методы, основанные на интеграле теплово-
го баланса [3–11]. Они приводят к простым по 
форме приближенным решениям многих за-
дач, включая и нелинейные. Их недостаток – 
малая точность, объясняемая тем, что диф-
ференциальное уравнение удовлетворяется  
в среднем. Для повышения точности [5–11] 
вводятся дополнительные граничные условия 
(ДГУ). Их назначение – выполнение уравнения 
на границах. В работах [11, 12] доказано,  
что граничное выполнение уравнения приво-
дит к его выполнению и внутри пространства. 
Совместное использование ДГУ и дополни-
тельной искомой функции (ДИФ) позволяет 
выполнить исходное уравнение, не прибегая  
к его интегрированию по пространственной 
переменной, ограничившись его выполнением 
лишь на границах. 

Целью исследования является разработ-
ка метода получения точного аналитического 
решения краевой задачи теплопроводности для 
неограниченной пластины с переменным по 
координате начальным условием, существенно 
отличающегося от известных решений.  

Задачи исследований: 1) разработка ме-
тода решения, позволяющего избежать инте-
грирования исходного дифференциального 
уравнения по пространственной переменой;  
2) получение таких дополнительных граничных 
условий, чтобы их выполнение искомым реше-
нием было эквивалентно выполнению диффе-
ренциального уравнения краевой задачи в 
граничных точках, что приводит к его выпол-
нению и внутри рассматриваемой области, 
минуя непосредственное интегрирование по 
пространственной переменной;  3) разработка 
метода выполнения начального условия, поз-
воляющего избежать определения сложных 
интегралов, заменив его решением систем ал-
гебраических линейных уравнений, получае-
мых при использовании метода наименьших 
квадратов. Отметим, что этот метод может 
быть применен при любом законе изменения 
начального условия от пространственной пе-
ременной.  

Материалы и методы. В качестве при-
мера рассмотрим задачу теплопроводности для 
неограниченной пластины с линейным измене-
нием начального условия:  

2

2

( , ) ( , )T x T x
a

x

   


 
;    (1) 

( 0 ; 0 )x      

0 0 ст( ,0) ( / )( )T x T x T T    ;   (2) 

ст(0, )T T  ;     (3) 

ст( , )T T   ,     (4) 

где T   температура; x  – координата;   – 

время; 0T  − начальная температура; стT  − тем-

пература при х = ; a  – температуропровод-

ность;  – толщина пластины. 
Введем обозначения: 

ст 0 ст

2

( ) / ( );

/ ; Fo / ,

T T T T

x a

   

     
;   (5) 

где , , Fo – безразмерные температура, ко-
ордината, время. 

Подставляя (5) в (1)–(4), находим (рис. 1): 

2 2( ,Fo) / Fo ( ,Fo) / ;          (6) 

( 0Fo > ;   0 1   ) 

( ,0) 1 ;          (7) 

(0,Fo) 0;       (8) 

(1,Fo) 0.       (9) 

Введем метод решения ДИФ: 

(Fo) (1,Fo) / ,q tg                  (10) 

где  – угол между осью  и касательной к тем-

пературной кривой в точке  = 1. 
Функция (10) представляет изменение 

градиента температуры в точке  = 1. Очевид-
но, что при 0Fo   45   ; при Fo  0 . 

 

Θ(ξ,0)1ξ

1,00 ξ Δξ
D


 
α
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Θ
1
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Рис. 1. Схема теплообмена )FoFo(Fo 321   

 
Примем решение задачи (6)–(9) в виде 

1

( ,Fo) ( ) ( ),
n

k k

k

b q


                  (11) 

где ( )kb q  – неизвестные функции; 

( ) sin( )k k     ( 2 1r k  ). 

Соотношение (11) удовлетворяет услови-

ям (8), (9). Коэффициенты ( )kb q  будем нахо-

дить из (10) и ДГУ, общие формулы для кото-
рых имеют вид [7]: 

0
( ,Fo) / 0i i


     ;              (12) 

1
( ,Fo) / 0, ( 2, 4, 6, )i i i


      ;            (13) 

2 1 2 1

1
( ,Fo) / (Fo) / Fo ,

( 1, 2, 3, ).

i i i iq

i

 


      

 

             (14) 
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Выполнение ДГУ (12)–(14) эквивалентно 
выполнению уравнения (6) в точках границы  

 = 0 и  = 1. Очевидно, что соотношение (11) 
удовлетворяет ДГУ (12), (13). 

Таким образом, из основных (8), (9) и ДГУ 
(12)–(14) невыполненными соотношением (11) 
будут лишь ДГУ (14), которые совместно с 
условием (10) будут использованы для опреде-

ления неизвестных ( )kb q  соотношения (11). 

В первом приближении, подставляя (11) в 
(10), находим 

1( ) (Fo) /b q q   .              (15) 

Соотношение (11) принимает вид 

1
( ,Fo) (Fo)sin( ).q     


             (16) 

Функция )Fo(q  находится из уравнения (6). 

Так как в граничных точках  = 0 и  = 1 соотно-
шение (16) удовлетворяет уравнению (6) (в 
предельном смысле – правая и левая его части 

равны нулю), то нахождение функции )Fo(q  в 

этих точках не представляется возможным. В 
связи с этим потребуем выполнения уравнения 
(6) в любой другой точке, исключая граничные. 
Подставляя (16) в (6), получаем 

2(Fo) (Fo) 0,q q                  (17) 

где (Fo) (Fo) / Foq dq d  . 

Интегрируя уравнение (17), имеем 

1 1(Fo) exp( ν Fo),q C                (18) 

где 1C  – постоянная интегрирования; 2
1ν   – 

первое собственное число, равное его точному 
значению [2]. 

Отметим, что в классических методах 
собственные значения находятся из краевой 
задачи Штурма–Лиувилля, сформулированной 
в пространственных переменных. Следова-
тельно, в данном случае рассматривается дру-
гое направление их определения – через реше-
ние временно́го уравнения относительно ДИФ. 

Подставим (18) в (16): 

1 1( ,Fo) exp( ν Fo)sin( ) / .C                   (19) 

Формула (19) удовлетворяет уравнению 

(6) во всем диапазоне  ( 0 1   ) независимо 

от значения C1. Причем уравнение (6) оказа-
лось выполненным, минуя процедуру его инте-

грирования по переменной , что связано с его 

выполнением в граничных точках  = 0 и  = 1 
путем выполнения ДГУ (12)–(14). 

Постоянная C1 находится из условия (7). 
Потребуем его выполнения в 10 точках области 

( = 1,0; 0,2; 0,3;…, 0,9; 0,95, 10,1i ). Точки  

 = 0 и  = 1,0 исключаются ввиду того, что при 

 = 1,0 начальное условие (7) выполняется со-

отношением (19) при любом C1, а при  = 0  не-

возможно одновременное выполнение условий 
(7) и (8) в начальный момент времени ( 0Fo  ). 

Положив 0Fo   и применяя полученное соот-

ношение в указанных точках переменной , от-
носительно C1 будем иметь переопределенную 
систему 10 алгебраических линейных уравне-
ний. Найдем решение этих уравнений путем 
определения минимума суммы квадратов их 
невязок, т.е. найдем минимум следующего 
функционала: 

10
2

1

[ ( ,0) 1 ] .i i

i

I


                    (20) 

Подставляя (19) в (20), находим 

210
1

1

sin( ) 1 .i

i

C
I



 
      
              (21) 

Для нахождения минимума функционала 

(21) необходимо определить производную от I  
по C1 и приравнять полученное соотношение к 
нулю. Для C1 имеем алгебраическое уравнение, 
из которого находим 

10

1
1

( 1)

sin( )
i

i i

C


  



 .              (22) 

Из (22) находим 1 1,978753C   . Его точ-

ное значение C1 = –2 [2]. Полученное C1 отлича-
ется от точного в первом знаке после запятой. 
Для решения в первом приближении полученная 
точность определения C1 вполне достаточна. 
Применение метода наименьших квадратов поз-
воляет максимально арифметизировать выпол-
нение начального условия, исключив определе-
ние сложных интегралов по координате. 

С учетом C1 формула (19) будет иметь вид 

1

1,978
( ,Fo) exp( ν Fo)sin( ).    


            (23) 

Анализ расчетов по (23) позволяет заклю-

чить, что в области  Fo0,1  расхождение с 

точным решением не превышает %4  [1, 2]. 

Во втором приближении, подставляя (11) 

в (10), (14) ( 1i ), из решения системы двух  
алгебраических уравнений находим: 

2 3
1( ) (4 ) / (3 );b q q q      2 3

2( ) ( ) / (6 ),b q q q      

Fo/ ddqq  .  

Соотношение (11) принимает вид 

2

3

2

1
( ,Fo) (4 )sin( )

3

1
( )sin(2 ) .

2

q q

q q


       

 


    



               (24) 

Подставляя (24) в (6), применительно к 

любой точке переменной  (  0 и   1) полу-
чаем  

2 45 4 0,q q q                    (25) 

где 2 2/ Fo .q d q d   
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Интегрируя уравнения (25), находим 

)Foνexp()Foνexp()Fo( 2211  CCq ,            (26) 

где C1, C2 – постоянные интегрирования; v1 = , 

v2 = 42 – собственные числа, равные точным 
их значениям [2]. 

Подставим (26) в (24):  





1 1

2 2

1
( ,Fo) 2 exp( Fo)sin( )

2

exp( Fo)sin(2 ) .

C

C

      


  

            (27) 

Постоянные интегрирования C1 и C2 
находятся из выполнения начального условия 
(7) с использованием метода наименьших 
квадратов. Требуя выполнения начального 

условия (7) в 10 точках области ( = 0,1; 0,2; 

0,3;…, 0,9; 0,95, 10,,3,2,1 i ), относительно 

C1 и C2 получаем систему 10 алгебраических 
уравнений. Применяя метод наименьших квад-
ратов, получаем функционал вида (20). Под-
ставим (27) в (20): 

210
2 1

1

sin(2 ) 2 sin( )
1 .

2
i i

i

i

C C
I



   
     
       (28) 

Определяя производные от I  по C1 и C2 и 
приравнивая полученные соотношения к нулю, 
для C1 и C2 имеем систему двух алгебраиче-

ских уравнений. Ее решение: 1,9787531 C ; 

1,9161932 C . Точные их значения [2]: 21 C ; 

22 C . Выполняя начальное условие в 100 

точках области (исключая точки  = 0 и  = 1), 
будем иметь: 1,9998351 C ; 1,9993412 C . 

Как видно, произошло существенное уточнение 
постоянных интегрирования. Таким путем, уве-
личивая число точек аппроксимации начально-
го условия, можно получить значения C1 и C2 с 
заданной степенью точности, т. е. практически 
точные их значения. 

Формула (27) с учетом C1 и C2 будет 
иметь вид 





1

2

1
( ,Fo) 2exp( ν Fo)sin( )

exp( ν Fo)sin(2 ) .

     


  

            (29) 

Решение (29) точно удовлетворяет урав-
нению (6) и граничным условиям (8), (9) и при-
ближенно – начальному условию (7). Причина 
точного выполнения уравнения (6) объясняется 
выполнением ДГУ (12)–(14), что эквивалентно 
его выполнению на границах области (в пре-
дельном смысле – правая и левая части урав-
нения при подстановке в него решения (29) 
равны нулю). 

Анализ расчетов по формуле (29) пока-

зал, что при  Fo0,1  их расхождение с точ-

ным решением [2] не превышает %2 . 

В третьем приближении, подставляя (11) 
в (10) и (14) (при 2,1i ), получаем: 

2 4
1 5

2 4
2 5

2 4
3 5

1
( ) ( 13 36 );

24

1
( ) ( 10 9 );

30

1
( ) ( 5 4 ).

120

b q q q q

b q q q q

b q q q q

      


      


      


            (30) 

Уравнение для (Fo)q  будет иметь вид 

2 4 614 49 36 0,q q q q                     (31) 

где 33 Fo/dqdq  . 

Находим решение уравнения (31): 

1 1

2 2 3 3

(Fo) exp( ν Fo)

exp( ν Fo) exp( ν Fo) ,

q C

C C

  

   
            (32) 

где C1, C2, C3 – постоянные интегрирования; 
2 2νk k  , (k = 1,2,3) – собственные числа, рав-

ные точным их значениям [2]. 
Соотношение (11) в третьем приближе-

нии принимает вид 

2

2 2

1

4 9

2 3

1
( ,Fo) 6 sin( )

6

3 sin(2 ) 2 sin(3 ) .

Fo

Fo Fo

C e

C e C e



   

     


   


        (33) 

Постоянные интегрирования, определяе-
мые методом наименьших квадратов для  
100 точек области, до третьего знака после за-
пятой совпадают с точными значениями [2], 
определяемыми по соотношению 

k
kC 1)2( ,    )3,2,1( k .             (34) 

С учетом kC  решение задачи в третьем 

приближении будет иметь вид 

2 2

2

Fo 4 Fo

9 Fo

1 1
( ,Fo) 2 sin( ) sin(2 )

2

1
sin(3 ) .

3

e e

e

  

 


       


   

(35) 

Отметим, что в диапазоне  Fo0,05  

температуры, определяемые по (35), практиче-
ски совпадают с точными их значениями [2]. 

Аналогично было получено решение в 
четвертом приближении: 

( )

2 2

2 2

Fo 4 Fo

9 Fo 16 Fo

2 1
( ,Fo) sin( ) sin(2 )

2

1 1
sin(3 ) sin 4 .

3 4

e e

e e

  

   


       


    



(36) 

Анализируя формулы (23), (28), (35), (36), 
можно отметить, что формирование их членов 
подчиняется закономерности, позволяющей 
записать общую формулу:  

4
2 2

1

2
( ,Fo) exp( Fo)sin( ).

k

k k
k



     


             (37) 
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Формула (37) при n  совпадает с 

классическим точным аналитическим решением 
задачи (6)–(9) [2]: 

2

1

( ,Fo) exp( ν Fo)sin(ν ),k k k

k

A




                 (38) 

где 

ν ;k k   kkA ν/2 .                          (39) 

Приближение к точным значениям коэф-
фициентов Ak связано с числом точек аппрок-
симации начального условия методом 
наименьших квадратов. 

Результаты расчетов по формуле (37) 
приведены на рис. 2. Их анализ позволяет за-

ключить, что при 1000n  полученные резуль-

таты практически совпадают с точным решени-

ем [2] в диапазоне  Fo10 6 . 
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Рис. 2. Распределение температуры. Расчет по 
формуле (37) при n = 1000  

 
Результаты. Разработана методика 

нахождения аналитического решения задачи 
теплопроводности при линейном изменении 
начального условия, основанная на введении 
ДГУ и ДИФ. ДГУ приводят к удовлетворению 
уравнения на границах, что позволяет выпол-
нить его и внутри области, исключив интегри-
рование по декартовой переменной. Использо-
вание ДИФ позволяет свести уравнение в част-
ных производных к обыкновенному уравнению 
относительно временно́й переменной, из реше-
ния которого находятся собственные числа 
краевой задачи. 

Постоянные интегрирования находятся 
путем выполнения начального условия методом 
наименьших квадратов, позволяющим находить 
их значения с заданной точностью. Преимуще-
ство такого способа их определения заключает-
ся в отсутствии необходимости нахождения ин-

тегралов в пределах 0 1    в целях выполне-

ния начального условия. Другим важным пре-
имуществом этого способа является простота 
выполнения начального условия при любом за-
коне его изменения по координате.  

Рассмотренный метод позволяет избе-
жать определения сложных интегралов при вы-

полнении дифференциального уравнения и 
начального условия, максимально арифмети-
зируя процессы их выполнения при сохранении 
аналитической формы решения. 

Достоверность результатов обосновыва-
ется сравнением с известным точным аналити-
ческим решением, которое показало их полное 
совпадение. 

Новизна состоит в разработке метода 
решения краевой задачи теплопроводности для 
пластины с переменным начальным условием, 
эквивалентного точному. Метод отличается 
простотой реализации и особенно при нахож-
дении собственных чисел и выполнении 
начальных условий. 

Выводы. Совокупность полученных ре-
зультатов обеспечивает достижение цели ис-
следований, заключающейся в разработке но-
вого метода получения точного аналитического 
решения задачи теплопроводности для неогра-
ниченной пластины с переменным по координа-
те начальным условием. 

Научная ценность исследований состоит 
в разработке нового подхода к определению 
собственных чисел, являющегося более про-
стым по сравнению с классическими методами 
их нахождения при одинаковой точности. 

Практическая ценность состоит в исклю-
чении процессов определения сложных инте-
гралов при выполнении уравнения и начально-
го условия краевой задачи, что позволяет су-
щественно упростить использование получен-
ного решения в инженерных приложениях. 
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