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Метод комплексного определения зависимости  
теплофизических характеристик металла от температуры  

решением обратной задачи теплопроводности  
 

Авторское резюме  
 

Состояние вопроса. Температурные поля материалов, применяемых в теплоэнергетике, влияют на ин-
тенсивность передачи теплоты, качество оценки безопасности оборудования и технико-экономические 
показатели установок. Точность расчета температурных полей в материалах в значительной степени за-
висит от достоверности значений теплофизических характеристик материалов: температуропроводности 

а, м2/с, коэффициента теплопроводности , Вт/(м·К), и теплоемкости с, Дж/(м3·К). Методы определения 
теплофизических характеристик постоянно совершенствуются в целях снижения трудоемкости тепло-
физического эксперимента, упрощения процедур решения обратной задачи теплопроводности для 
комплексного определения нескольких теплофизических характеристик. В связи с этим разработка и 
исследование более эффективных методов остаются актуальными.  
Материалы и методы. Теплофизические характеристики материалов определены путем решения об-
ратной задачи теплопроводности аналитическими, численными или численно-аналитическими метода-
ми с использованием температурных полей, полученных в результате физического эксперимента.  
Результаты. Предлагается численно-аналитический метод, который позволяет по результатам одно-
го эксперимента определять зависимости от температуры теплофизических характеристик металла: 

, с и а. Выполнен расчет теплофизических характеристик по температурам поверхностей неограни-
ченной пластины Т(R,τi), Т(х=0,τi) толщиной 2R, симметрично нагретой постоянными потоками тепло-
ты q, Вт/м2. По простым алгебраическим формулам, полученным из уравнений баланса теплоты для 

каждого интервала времени τ i+1 = τ i+1 – τ i, определены теплофизические характеристики. Для оценки 
трудоемкости и погрешности метода выполнен численный эксперимент. Методом конечных разностей 
при q = 60000 Вт/м2 для 30 моментов времени 0 ≤ τ ≤ 2250 c рассчитаны температуры Т(R,τi) и 

Т(х=0,τi) пластины R = 0,02 м. Исходные зависимости и(Т) и аи(Т) описаны ломаными линиями. Уста-

новлено, что относительные погрешности восстановления (Тср) не превысили 1 %, а погрешности 
восстановления аи(Тср) и си(Тср,и) превысили 2 % только в области изменения знака первых производ-
ных функций аи(Тср) и си(Тср,и).   
Выводы. Предложенный метод позволяет по результатам одного эксперимента рассчитывать зави-
симости теплофизических характеристик от температуры по простым алгебраическим формулам. 

 

Ключевые слова: обратная задача теплопроводности, температуропроводность, коэффициент теп-
лопроводности, теплоемкость, квазистационарный режим, численный эксперимент 
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Method of complex determination of the dependence  
of the thermophysical characteristics of  metal on temperature 

by solving the inverse problem of thermal conductivity 

Abstract 

Background. The temperature fields of materials used in thermal power engineering affect the intensity of heat 
transfer, the quality of safety assessment of equipment and technical and economic indicators of installations. 
The accuracy of calculating temperature fields in materials depends significantly on the reliability of the values 
of the thermophysical characteristics (TC) of materials: thermal diffusivity a, m2/s, thermal conductivity coeffi-

cient , W/(mK), and heat capacity c, J/(m3K). Methods to determine thermophysical characteristics are con-
stantly being improved to reduce the labor intensity of a thermophysical experiment, simplify the procedures of 
solving the inverse problem of heat conductivity for complex determination of several thermophysical character-
istics. In this regard, the development and study of more effective methods remain relevant. 
Materials and methods. The thermophysical characteristics of materials are determined by solving the in-
verse problem of thermal conductivity using analytical, numerical, or numerical-analytical methods of the 
temperature field obtained as a result of a physical experiment.  
Results. The authors have proposed a numerical and analytical method. Based on the results of one exper-

iment, it allows us to determine the dependence of the metal TC: , c and a on the temperature. The calcula-
tion of thermophysical characteristics is performed considering the surface temperatures of an unlimited 

plate Т(R,i), T(x=0,τi) with a thickness of 2R, symmetrically heated by constant heat fluxes q, W/m2. Ther-
mophysical characteristics are determined by simple algebraic formulas derived from the heat balance equa-

tions for each time interval τi+1 = τ i+1 − τi. A numerical experiment is conducted to assess the complexity 

and error of the method. The temperatures Т(R,i) and T(x=0,τi) of the plate R = 0,02 m have been calculated 
by the finite difference method at q = 60000 W/m2 for 30 time points 0 ≤ τ ≤ 2250 s. The initial dependencies 

(T) and a(T) are described by polygonal lines. The relative errors of (Tm) have not exceeded 1 %, and the
errors of a(Tm,int) and c(Tm,int) have exceeded 2 % only in the area of changing the sign of the first-order de-
rivatives of the functions a(Tm,int) and c(Tm,int). 
Conclusions. The proposed method allows us to calculate the dependence of TC on temperature using 
simple algebraic formulas based on the results of one experiment 

Key words: inverse problem of thermal conductivity, thermal conductivity, coefficient of thermal conductivity, 
heat capacity, quasi-stationary mode, numerical experiment 

DOI: 10.17588/2072-2672.2024.6.023-030 

Введение. В теплоэнергетических объ-
ектах широко используются металлы, огне-
упорные и теплоизоляционные материалы.  

Температурные поля в этих материа-
лах влияют на интенсивность передачи 
теплоты, качество оценки безопасности 
оборудования и технико-экономических по-
казателей установок.  

Точность расчета температурных поле 
в материалах в значительной степени зави-
сит от достоверности значений теплофизи-
ческих характеристики (ТФХ) материалов: 

температуропроводности а, м2/с; коэффи-

циента теплопроводности , Вт/(м·К); теп-
лоемкости с, Дж/(м3·К). 

Значения теплофизических характе-
ристик материалов и их зависимости от 
температуры в основном определяют путем 
решения обратных задач теплопроводности 
по параметрам температурных полей 

Т(x, y, z, ), полученных в результате теп-
лофизических экспериментов (процессов 
нагрева или охлаждения материалов).  
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Разработкой методов решения об-
ратных задач теплопроводности занима-

лись многие научные коллективы. Однако 

проблема определения теплофизических 
характеристик материалов остается акту-

альной, поскольку создаются новые мате-
риалы, число которых непрерывно растет, 

изменяются свойства известных материа-

лов в ходе их эксплуатации, совершен-
ствуются способы формирования темпе-

ратурных полей и процедуры их матема-
тического моделирования. Особенно акту-

ально определение зависимости ТФХ от 

температуры, которая, например, для ста-
лей в области их применения может изме-

няться в 1,5−2,5 раза.  
Обзор и анализ методов определения 

температуропроводности по нестационар-

ным температурным полям предложены в 
[1, 2, 3, 4]. Цитирование многих работ с 

решениями обратных задач теплопровод-
ности представлено в [4, 5]. 

Определение одной из ТФХ, например 

коэффициента теплопроводности  [6], воз-
можно даже для тонкопленочных материа-

лов [6]. Комплексное одновременное опре-
деление нескольких ТФХ, например коэф-

фициента теплопроводности  и теплоемко-

сти или  и температуропроводности, более 
сложно и описано в [7−13]. В большей части 

упомянутых работ для оценки точности 

определения ТФХ используются численные, 
а не физические эксперименты. 

В [14−17] применяются аналитиче-
ские методы решения обратных задач теп-

лопроводности, однако численные и чис-

ленно-аналитические методы, по нашему 
мнению, более точны и универсальны, так 

как позволяют учитывать зависимости ТФХ 
от температуры.  

В [7] отмечены недостатки известных 

методов определения ТФХ и сформулиро-
ваны основные критерии оптимальности 

методов:  

 удовлетворительная погрешность; 

 малая трудоемкость теплофизиче-

ского эксперимента;  

 простота метода решения обратной 

задачи теплопроводности, доступная ин-
женеру теплотехнику; 

 возможность комплексного опреде-

ления нескольких ТФХ по результатам об-
работки одного температурного поля. 

Методы исследования. В [18, 19, 20] 

для определения величин температуро-

проводности ат по известному температур-

ному полю использован довольно простой  
(инженерный) метод численно-аналитичес-

кого моделирования процессов теплопро-
водности, описанный в [21]. Для решения 

дифференциального уравнения теплопро-

водности этим методом предложены ана-
литические формулы в виде алгебраиче-

ских выражений, полученных для расчетно-
го интервала времени ∆τ. 

В [7] приведена численно-анали-

тическая математическая модель темпера-

турного поля полуограниченного тела и при-
мер расчета не только температуропровод-

ности ат, но и коэффициента теплопровод-

ности т, Вт/(м·К) и теплоемкости с, Дж/(м3К). 

Комплекс ТФХ (ат, т, и с) определен по ди-

намике температур на поверхностях пласти-
ны Т(х=R,τ), Т(х=0,τ) и потоку теплоты посто-

янной и заданной величины q, Вт/(м2). 

Методика [7] имеет недостатки, кото-
рые ограничивают область ее применения: 

 она может использоваться только 

для материалов с низкой теплопроводно-
стью (огнеупорных и теплоизоляционных), 

так как для металлов период времени, ко-

гда их температурное поле можно считать 
полуограниченным, очень мал; 

 ТФХ в результате одного физиче-
ского эксперимента можно определить 

только для одной температуры (для 

нахождения зависимости ТФХ от темпера-
туры требуется проведение нескольких 

экспериментов); 

 для вычисления ТФХ на каждом 

временном интервале необходимо решать 

систему из трех нелинейных уравнений. 
Предлагаемая нами методика лишена 

отмеченных недостатков: для нахождения 
зависимости ТФХ металлов от температуры 

используется чрезвычайно простой алго-

ритм обработки результатов эксперимента. 
ТФХ предполагается определять по 

динамике изменения двух температур 
Т(R,τ) и Т(х=0,τ) симметрично нагреваемой 

постоянным потоком теплоты q, Вт/м2, не-

ограниченной пластины толщиной 2R.  

Для того чтобы пластину в форме 
диска можно было считать неограниченной, 

предлагается использовать охранные 
нагреватели [22].  
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Схема симметричного нагрева пла-
стины постоянными потоками теплоты по-
казана на рис. 1. Охранные нагреватели в 
форме колец используются, как в патенте 
[22], для исключения потерь теплоты из зо-
ны, ограниченной основными нагревателя-
ми 3. Тепловая изоляция для нагревателей 
и поверхностей материала условно не по-
казана. Заданная величина потока теплоты 
q может быть обеспечена, как в патенте 
[23], с помощью охранных нагревателей, 
расположенных на наружных поверхностях 
основных нагревателей 3 (на рис. 1 услов-
но не показаны). 

Рис. 1. Схема симметричного нагрева пластины 
основными и вспомогательными (охранными) 
нагревателями: 1 – нагреватели вспомогатель-
ные; 2 – пластина; 3 – нагреватели основные 

Для определения взаимосвязи ТФХ с 
параметрами Т(R,τi), Т(х=0,τi) и q, значения 
которых получены экспериментально в мо-
менты времени τi, используем численно-

аналитическую модель температурного по-
ля. Запишем дифференциальное уравне-
ние теплопроводности 

2

1
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T T
с X X

Х ХR

  
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  
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0( , 0) , 0 1, /T Х T Х  X x R      (2) 

и граничными условиями теплообмена на 
поверхностях Х = 1 и Х = 0 (Х = х/R): 

(1, )
T R

q
Х


 

 
; (3) 

(X 0, ) 0.
T

Х


  


 (4) 

При граничных условиях (3) и (4) и 
числе Фурье Fo > 0,3 наступит квазистаци-
онарный режим нагрева, для которого рас-
пределение температур по толщине пла-

стины 0 ≤ Х ≤ 1 в i-й момент времени τi 

можно описать уравнением параболы 

2
0 1( )  .T X a a X   (5) 

Тогда из уравнений баланса теплоты 
на поверхности х = R (Х = 1) для расчетно-

го момента времени i+1 получим выраже-

ние для определения : 

i+1 = 0,5·q R / (T1,i+1 –T0,i+1), (6) 

где T1,i+1= Т(R,i+1);  T0,i+1 = Т(Х=0,τi+1). 
Выражение для определения тепло-

емкости с получим из уравнения баланса 
теплоты для пластины толщиной R в рас-

четном интервале времени τi+1 = τi+1 – τi : 

сi+1 = q τi+1 / (R (Тср,i+1 – Тср,i)), (7) 

где Тср,i+1 и Тср,i – среднемассовые по сече-
нию пластины температуры в конце Тср,i+1 и 
начале Тср,i = Тср,ни = Тср,i–1 расчетного ин-

тервала времени τi+1. 

Величина Тср,i+1 в конце интервала τi+1 
для распределения температур (5) найдет-
ся интегрированием [21]: 

Тср,i+1 = Т0,i+1 + (Т1,i+1 – Т0,i+1) / 3. (8) 

Температуропроводности ат,i легко 
определить по известному соотношению: 

ат,i+1 = i+1 / сi+1. (9) 

Таким образом, по данным теплофи-

зического эксперимента, значения , с и ат 
для каждого расчетного интервала време-
ни можно рассчитать по простым форму-
лам (6)−(9) и получить табличные зависи-

мости (Тср), ат(Тср) и с(Тср,и), где Тср,и − 
среднеинтегральная температура в интер-

вале времени τ = τi+1 – τi : 

Тср,и = (Тср,i + Тср,i+1) / 2 .  (10) 

Результаты исследования. Рас-
смотрим пример расчета теплофизических 
характеристик (ТФХ) по результатам экспе-
риментального нагрева стальной неогра-
ниченной пластины толщиной R = 0,02 м с 
начальной температурой Т0 = 300 К. Теп-
лофизические характеристики стальной 
пластины опишем ломаными линиями [21]: 

и

и

 63,405 32,56· / 1000, 1142,72,

 16,228 8,721· / 1000, 1142,72;

Т Т
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   

   
 (11) 

 

 

6
и

6
и

18,1 13,4· / 1000 ·10 , 977,6,

3,378 1,1667· / 1000 ·10 , 977,6;  

а Т Т

а Т Т





  

  
 (12) 

си(Т) = и(Т) / аи(Т).  (13) 
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Пусть на поверхность пластины x = R 
поступает поток теплоты q = 60000 Вт/м2, а 
поверхность x = 0 считается адиабатной 
(см. рис. 1 и граничные условия (3), (4)).  

Покажем, как рассчитать теплофизи-
ческие характеристики стали для момен-
тов времени τi = 0, 75, 150 с, для которых 

известны экспериментальные температу-
ры Т1(τi) = Т(1,τi) = 300, 366,1, 423,6 К и 
Т0(τi) = Т(0,τi) = 300, 354,5, 411,6 К. 

1. Определим (Тср), с(Тср,и) и ат(Тср)
для первого интервала времени i + 1 = 1 
(τ1 = 75 с): 

i+1 = 1 = 0,5·q R / (T1,i+1 – T0,i+1) =

= 0,5  60000  0,02 / (366,1 – 354,5) = 51,7  

(и = 51,7) (здесь и далее для сравнения 
ТФХ в скобках будут приведены исходные 
(истинные) значения ТФХ, соответствую-
щие функциям (11)–(13));  

Тср,i = Тср,ни = Т0 = 300, 

Тср,i+1 = Т0,i+1), + (Т1,i+1 – Т0,i+1) / 3 =  
= 354,5 + (366,1 – 354,5) / 3 = 358,4; 

Тср,и  = (Тср,i + Тср,i+1) / 2 = (300 + 358,4) / 2 = 329,2; 

сi+1 = q τi+1 / (R (Тср, i – Тср,ни,i)) = 

= 60000·75 / (0,02 (358,4 − 300)) = 3,855·106 

или  

с(329,2) = 3,855·106, (си(329,2) = 3,89·106); 

ат =  / с = 51,7 / 3,855·106 = 1,342·10–5 
(аи = 1,33·10–5). 

2. Определим (Тср), ат(Тср) и с(Тср,и) для
второго интервала времени i + 1 = 2 (τ2 = 150 с), 

для которого Тср,ни = Тср,1 = 358,4 (!): 

2 = 0,5·60000·0,02/(423,6 − 411,6) = 50,0

(и = 49,9); 

Тср,2 =  411,6 +(423,6 − 411,6) / 3 = 415,6, 

Тср,и = (Тср,i + Тср,i+1) / 2 = (358,4 + 415,6) / 2 = 387, 

с = 60000·75 / (0,02 (415,6 − 358,4)) = 3,93·106 

или  
с(387) = 3,93·106, си(387) = 3,98·106 ; 

ат = 50,0 / (3,93·106) = 1,27·10–5 (аи = 1,25·10–5). 

Таким образом, даже в начале про-
цесса нагрева расчетные (восстановлен-
ные) значения ТФХ практически совпали с 
истинными.  

Для других интервалов времени рас-
четы проводятся по аналогичной методике. 

Для более детального исследования 
возможностей и погрешности предлагаемо-
го метода определены ТФХ пластины ста-
ли в диапазоне температур ее применения 
300 ≤ Т ≤ ~ 1700 К. 

Температурное поле, которое ис-
пользовалось для определения ТФХ, было 
получено в результате численного экспе-
римента.  

Температуры поверхностей Т(R,τ), 
Т(х=0,τ), перепады их по сечению пласти-
ны ∆Т = Т(R,τ) – Т(х=0,τ) и величины при-
ращения температуры поверхности Т(R,τ) 

на каждом временном интервале 
∆Т(τ) = Т(R,τi+1) − Т(R,τi), рассчитанные по 

программе TRT [21] методом конечных 
разностей при q = 60000 Вт/м2, приведены 
в таблице.  

Результаты расчета нагрева пластины для 31 момента времени 

i τ, с T(X=1) T(X=0) T T() i τ, с T(X=1) T(X=0) T T() 

0 0 300 300 16 1200 1067,2 1046,5 20,7 39,2 

1 75 366,1 354,5 11,6 66,1 17 1275 1108,8 1087 21,8 41,6 

2 150 423,6 411,6 12 57,5 18 1350 1153 1130,2 22,8 44,2 

3 225 479,8 467,3 12,5 56,2 19 1425 1198,2 1175,6 22,6 45,2 

4 300 534,6 521,6 13 54,8 20 1500 1243,3 1221 22,3 45,1 

5 375 587,9 574,5 13,4 53,3 21 1575 1288,3 1266,4 21,9 45 

6 450 639,7 625,7 14 51,8 22 1650 1333,3 1311,7 21,6 45 

7 525 689,9 675,4 14,5 50,2 23 1725 1378,4 1357 21,4 45,1 

8 600 738,4 723,3 15,1 48,5 24 1800 1423,4 1402,3 21,1 45 

9 675 785,2 769,6 15,6 46,8 25 1875 1468,4 1447,6 20,8 45 

10 750 830,2 813,9 16,3 45 26 1950 1513,3 1492,8 20,5 44,9 

11 825 873,3 856,4 16,9 43,1 27 2025 1558,2 1538 20,2 44,9 

12 900 914,5 896,9 17,6 41,2 28 2100 1603,1 1583,2 19,9 44,9 

13 975 953,6 935,4 18,2 39,1 29 2175 1648 1628,3 19,7 44,9 

14 1050 990,8 971,8 19 37,2 30 2250 1692,9 1673,4 19,5 44,9 

15 1125 1028 1008,2 19,8 37,2 
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Для всех интервалов времени ∆τ = 75 с 

были определены (восстановлены) зависи-

мости теплофизических характеристик (Тср), 
ат(Тср) и с(Тср,и) от температур и проведено их 
сравнение с исходными значениями, которые 
были заданы функциями (11)−(13).  

На рис. 2 показаны исходные аи(Тср) и 
восстановленные ат(Тср) зависимости тем-
пературопроводности от температуры, а на 
рис. 3 приведены относительные погреш-
ности восстановления теплофизических 
характеристик.  

Рис. 2. Зависимости температуропроводности от температуры: 1 − исходные аи(Тср); 2 − восстанов-
ленные ат(Тср) численно-аналитическим методом 

 

Рис. 3. Относительные погрешности восстанов-
ления температуропроводности а, коэффициен-

та теплопроводности  и теплоемкости с 
 

Анализ полученных результатов (рис. 3) 
показывает, что погрешности восстановле-

ния (Тср) не превышают 1 %, а погрешно-

сти восстановления аи(Тср) и си(Тср,и) пре-
вышают 2 % только в области изменения 
знака первых производных функций аи(Тср) 
и си(Тср,и). 

При построении линий тренда вида 
(11) значения ат(Тср) в области изменения 
знака первых производных функций можно 
не учитывать и, таким образом, снизить по-
грешность аппроксимации.  

В данном случае для табличной функ-
ции ат(Тср) в диапазоне расчетных темпера-
тур 1183 ≤ Тср ≤ 1680 построена линия тренда  

ат = (3,378 + 1,667·Т/1000)·10-6
, Т > 977,6 K,  

которая абсолютно совпала с исходной (12). 
Выводы. Создание простых по реа-

лизации способов определения ТФХ мате-
риалов является актуальной задачей. 
Предложенный метод позволяет по ре-
зультатам одного физического эксперимен-
та рассчитывать зависимости ТФХ от тем-
пературы по простым алгебраическим 
формулам, при этом дает возможность 
комплексного определения ТФХ стали, за-
висимости которых от температуры описы-
ваются нелинейными функциями. 
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