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Авторское резюме 

 
Состояние вопроса: В мельницах самоизмельчения и барабанных грохот-дробилках измельчаемый материал 

является одновременно и мелющей загрузкой. Интенсивность самоизмельчения во многом определяется содер-
жанием в загрузке крупных частиц, которые играют роль мелющей среды. В связи с этим для построения описа-
ния процесса самоизмельчения необходимо использовать нелинейные кинетические модели, которые позволяют 
учитывать влияние крупности измельчаемого материала на интенсивность измельчения. Разработка таких мо-
делей и является актуальной задачей. 
Методы и материалы: Моделирование процесса самоизмельчения выполнено в рамках популяционно-

балансовой модели измельчения, численные эксперименты проведены применительно к барабанным грохот-
дробилкам для смеси угля и серного колчедана. 
Результаты: Предложена нелинейная модель процесса самоизмельчения, в которой функция разрушения 

представлена в виде произведения вероятности нагружения частиц на вероятность разрушения нагруженных 
частиц. Выполнена идентификация и проверка адекватности модели. 
Выводы: Предложенный подход позволяет рассчитывать кинетику самоизмельчения, а также ставить и решать 

задачи эффективного управления измельчением и обогащением смеси разнопрочностных компонентов. 
 
Ключевые слова: самоизмельчение, функции разрушения, нелинейные модели, поверхность энергообмена, 

вероятность нагружения, вероятность разрушения, энергия разрушения. 
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Abstract 
 

Background: In autogenous mills and drum screen-crushers, the material to be ground also plays the role of  a grinding 

medium. The intensity of autogenous grinding is mainly determined by the content of large particles in the feed that act 
as a grinding medium. Consequently, non-linear models must be used to describe the process and take into account the 
influence of the particle size of the material to be ground on the grinding intensity. The objective of the study is to develop 
one of such models. 
Materials and methods: The autogenous grinding simulation is carried out according to the population balance model, 

the numerical experiments are conducted for a mixture of coal and pyrite as applied to drum screen-crushers. 
Results: A non-linear model of autogenous grinding is proposed, in which the function of grinding is represented as a 

product of particle loading probability and load particle breakage probability. The developed model has been checked for 
adequacy. 
Conclusions: The proposed approach allows calculating the process of autogenous grinding, as well as formulating and 

solving problems of effective control of the grinding process and the process of enrichment of the mixture containing dif-
ferent strength materials.  
 
Key words: autogenous grinding, functions of grinding, non-linear models, energy exchange surface, loading probability, 

breakage probability, breakage energy. 
 

Сложность математического описания и 
расчета процесса измельчения частиц опре-
деляется, главным образом, тем, что процесс 
носит исключительно случайный характер. В 
мельницах самоизмельчения [1–3] описание 
процесса усложняется еще и в силу того, что 
мелющая загрузка одновременно является и 
измельчаемым материалом. Разрушение ма-

териала происходит в данном случае при 
взаимодействии крупных кусков с более мел-
кими частицами материальной загрузки. Круп-
ные куски при этом могут разрушаться сами и 
измельчать более мелкие куски материала, а 
мелкие частицы разрушаются только за счет 
их нагружения крупными кусками. Интенсив-
ность разрушения зависит от содержания 
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крупных частиц в мелющей загрузке, что обу-
словливает целесообразность использования 
нелинейных кинетических моделей для описа-
ния процесса самоизмельчения. В рамках по-
пуляционно-балансовой модели измельчения 
[2, 4, 5] указанная нелинейность учитывается 
зависимостью функций измельчения от грану-
лометрического состава измельчаемого мате-
риала. 

Популяционно-балансовая модель при 
периодическом измельчении в матричном виде 
записывается следующим образом [2]: 

,k 1 kF PF                                                           (1) 

где F = {f1 f2 … fn}
T
 – вектор гранулометрическо-

го состава материала; P = P(F) – матрица из-

мельчения размера n n, зависящая  от грану-
лометрического состава загрузки; n – число 
наблюдаемых фракций.  

Процесс рассматривается через после-

довательные малые промежутки времени t – 
времена перехода. Тогда текущие моменты 

времени будут рассчитываться как tk = (k–1) t, 
где целое число k = 1, 2,… (номер перехода) 
становится целочисленным аналогом текущего 
времени. Предлагаемый подход справедлив 
также и при непрерывном измельчении, если 
режим движения материала соответствует 
идеальному вытеснению. В данном случае па-
раметр k показывает номер ячейки, для кото-
рой определяется гранулометрический состав 
материала. 

Матрица измельчения строится с учетом 
вида распределительной и селективной функ-
ций разрушения [2]: 

,P [(I S) +SB]  

где S, B – селективная и распределительная 
функции (матрицы) измельчения; I – единич-
ная матрица. 

Для учета влияния гранулометрического 
состава загрузки мельницы на функции разру-
шения предлагается следующий подход. Счи-
тается, что разрушение частицы определяется 
двумя последовательными событиями: нагру-
жением частицы и разрушением нагруженной 
частицы. Вероятность нагружения частицы или 
вероятность подвода к ней энергии учитывает-
ся селективной функцией. Распределение ос-
колков разрушения после подвода энергии 
традиционно описывается распределительной 
функцией разрушения. Элементы матрицы 
разрушения P = {pij} определяются при этом 
комбинацией указанных функций: вероятности 
нагружения частицы S = {si} и вероятности 
распределения продуктов разрушения i-й час-
тицы по мелким j-м классам крупности B = {bji}:  

 

1 , ,

, ,

0, .

j j ii

ij j ij

s s b i j

p s b i j

i j

                                   (2) 

Для определения функции разрушения 
при самоизмельчении материальная загрузка 
условно разбивается по крупности частиц на 

два класса: крупный класс ( 0; max), частицы 
которого могут измельчаться сами и разрушать 

более мелкие частицы; и мелкий класс (0; 0), 
частицы которого могут только измельчаться 
при взаимодействии с более крупными части-
цами. 

При построении модели считается, что 
поток энергии от частиц крупного класса под-
водится к измельчаемым частицам загрузки 
через некоторую поверхность энергообмена 

kA , которая определяется суммой поверхно-
стей энергообмена частиц крупного класса:  

,

o

n
k k

i i i

i i

A V f Y                                               (3) 

где k
if  – содержание (доля) i-й фракции мате-

риала в загрузке мельницы в k-й момент вре-
мени; V – объем материальной загрузки;

 
Yi – 

удельная поверхность фракции; i – доля по-
верхности частицы, по которой происходит 
энергообмен; i0 – номер фракции граничной 
крупности. 

Полагаем, что доля площади энергооб-
мена, через которую фракция получает энер-
гию, пропорциональна массовой доле этой 
фракции в загрузке мельницы. Тогда число 
частиц i-й фракции, участвующих в энергооб-
мене (ni), можно определить из выражения 

0

,
k k

i
i

i i

A f
n
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где a0i – поверхность одной частицы материа-
ла.  

Число же всех частиц i-й фракции в за-
грузке мельницы будет равно 

0

,
k
i

i

i

V f
N

v
 

где v0i – объем одной частицы. 
Вероятность нагружения частиц фракции 

определяется как отношение числа нагружен-
ных частиц к общему числу частиц этой фрак-
ции в загрузке: 

0

0

.

o

n
k kii
i i i i

i i i i i

vn
s f Y

N a
                                 (4) 

Полная энергия, идущая на разрушение, 
находится суммированием энергий разруше-
ния  всех частиц крупных фракций: 

2

0

,

o

n k
k i i

ii i

e f
E V

v
                                               (5) 

где e2i – энергия, подводимая на разрушение 
от одной частицы i-й фракции. 

Энергия, подводимая к измельчаемой 
частице от частиц крупного класса, определя-
ется произведением поверхностной плотности 
потока энергии на площадь энергообмена час-
тицы:  
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Если измельчаемые частицы имеют 

форму шара диаметром i, для которых 
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Известное значение подводимой к час-
тицам энергии позволяет в рамках энтропий-
ной модели измельчения по известной мето-
дике [2] прогнозировать вероятность распре-
деления осколков по крупности, т. е. вид рас-
пределительной функции: 

exp( )
,

exp( )

i ijk
ji

i ij

e
b

e





 

    (8) 
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где i  – коэффициент, значение которого на-

ходится из уравнения баланса энергий (9);  

ije  – энергия, необходимая для разрушения 

частиц класса j до размера частиц класса i, 
определяемая в соответствии с энергетиче-
скими законами измельчения [1, 6, 7, 8]. 

Модель нелинейной кинетики измельче-
ния (1)–(9) позволяет определять грануломет-
рический состав продуктов разрушения в 
мельницах самоизмельчения в произвольный 
момент времени. Результаты тестового при-
мера расчетного анализа процесса самоиз-
мельчения представлены на рис. 1. Измельче-
нию подвергался материал, гранулометриче-
ский состав которого представлен кривой 1 на 
рис. 1. Результаты расчета согласно модели 
(1)–(9) показаны на рис. 1 в виде грануломет-
рического состава мельничной загрузки в раз-
ные моменты времени. Интенсивность разру-
шения существенным образом зависит от доли 
крупного класса, содержание которого убывает 
по мере его измельчения. Убыль частиц круп-
ного класса приводит к снижению интенсивно-
сти разрушения, гранулометрический состав 
материала стабилизируется и практически пе-
рестает изменяться после 20 нагружений, что 
качественно подтверждает предложенный мо-
дельный механизм влияния крупности загрузки 
на интенсивность процесса. 

 

δ, мм

D(δ)

      

  

 
Рис. 1. Кривые распределения продуктов разрушения по 
крупности при разном времени измельчения: 1 – k = 0; 2 – 

k = 1; 3 – k = 2; 4 – k = 3; 5 – k = 20 (D( ) – проход материа-

ла через контрольное сито размера ) 
 

Для количественной проверки предло-
женной модели были проведены специальные 
экспериментальные испытания дробления угля 
посредством его многократного сбрасывания 
на решетку с заданной высоты. Контроль круп-
ности продуктов дробления осуществлялся по 
остатку на контрольном сите 25 мм. Результа-
ты экспериментальных исследований в виде 
зависимости остатка на контрольном сите от 
числа сбрасываний материала показаны на 
рис. 2 точками. В ходе расчетных исследова-
ний согласно модели (1)–(9) по минимальному 
рассогласованию расчетных и эксперимен-
тальных данных было найдено значение пара-
метра идентификации модели – нижняя грани-
ца крупного класса загрузки, соответствующая 
минимальному размеру частицы, которая мо-
жет сама разрушаться при сбрасывании с за-
данной высоты. Найденное значение парамет-
ра идентификации, при котором достигнуто ми-
нимальное рассогласование расчетных и экс-
периментальных данных, составило для иссле-

дованных условий разрушения 0 = 25 мм. Ре-
зультаты проведенных расчетных исследова-
ний после идентификации модели показаны на 
рис. 2 линией. Сопоставление расчетных и 
экспериментальных данных показало, что мак-
симальное отклонение расчетных и экспери-
ментальных значений составило 2,1 %, что 
свидетельствует об удовлетворительном опи-
сании моделью реального процесса. 
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Рис. 2. Экспериментальные (точки) и расчетные (линия) 
зависимости oстатка  R на контрольном сите 25 мм в про-
дуктах дробления от числа сбрасываний n (h = 4 м) 

 

Полученное описание процесса позво-
лило сформулировать и решить практическую 
задачу по совместному дроблению и разделе-
нию смеси разнопрочностных компонентов в 
барабанной грохот-дробилке. Рассматривает-
ся задача выделения серного колчедана из 
каменного угля путем их совместного дробле-
ния с последующим грохочением. На разруше-
ние частиц серного колчедана требуется 
больше удельной энергии, по сравнению с 
энергией, необходимой для разрушения час-
тиц угля. Для избирательного дробления смеси 
необходимо организовать процесс дробления 
таким образом, чтобы подведенной энергии 
было достаточно для дробления угля и недос-
таточно для дробления колчедана. В качестве 
технологического оборудования для реализа-
ции разделения продуктов наиболее подходит 
барабанная грохот-дробилка, эскиз которой с 
указанием массопотоков приведен на рис. 3. 

                          

 
Рис. 3. Эскиз барабанной грохот-дробилки 
 

Исходный материал загружается в пер-
форированный вращающийся барабан, захва-
тывается лифтерами и поднимается вверх ба-
рабана. Разрушение материала происходит 
при ударе падающего материала на перфори-
рованную стенку барабана. Образовавшаяся 
при этом мелочь проваливается через перфо-
рацию барабана, а крупные куски подвергают-
ся повторному нагружению. 

Высокая скорость дробления угля при-
водит к его преимущественному переходу в 
мелкие классы, которые выводятся в подре-
шетный продукт. Содержание колчедана в ма-
териальной загрузке барабана возрастает, а 

обогащенный колчеданом продукт покидает 
барабан через разгрузочное устройство. 

Для количественной оценки эффектив-
ности разделения используется степень раз-
деления колчедана, значение которой при 
полном выделении колчедана равно единице, 
а при отсутствии разделения – нулю:  

0 0

,
yk

k y

MM

M M
                                                 (10) 

где Мk, Мy 
– массопотоки серного колчедана и 

угля соответственно на выходе из дробилки; 
Мk0, Мy0 

– аналогичные величины на входе в 
дробилку. Значения Мk, Мy определялись по 
предложенной модели кинетики самоизмельче-
ния независимо для обоих компонентов смеси. 

Результаты расчетного анализа, приве-
денные на рис. 4, показывают, что степень 
разделения колчедана имеет максимальное 
значение при времени процесса t ≈ 50 c. 

 
Рис. 4. Зависимость степени разделения серного колчеда-
на от времени процесса 
 

Таким образом, предложенное матема-
тическое описание адекватно описывает про-
цесс самоизмельчения и позволяет решать 
задачи разделения компонентов и оптималь-
ного управления процессом в мельницах са-
моизмельчения.  
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