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Авторское резюме 

 
Состояние вопроса: В настоящее время актуальной является проблема использования компьютерных трена-
жеров в учебном процессе. Создание таких тренажеров требует наличия наукоемких математических моделей, 
позволяющих имитировать в реальном времени работу исследуемых виртуальных устройств с высокой степенью 
адекватности. Компьютерные системы, позволяющие моделировать работу электротехнических устройств, по-
строены на основе либо цепных, либо полевых, либо комбинированных моделей. В последнее время ускорен-
ными темпами развивается моделирование на основе метода Монте-Карло. 
Материалы и методы: Использованы динамически подключаемые библиотеки моделирования электрических 
цепей методом переменных состояния и магнитных полей методом конечных элементов. Для моделирования 
магнетрона использован метод Монте-Карло. 
Результаты: Рассмотрены результаты разработки и использования в виртуальном лабораторном стенде мате-
матических моделей, построенных на основе комбинации модели электрической цепи с моделями других типов, 
в частности: с имитационной моделью магнетрона на основе метода Монте-Карло, конечно-разностной моделью 
электрического поля и конечно-элементной моделью магнитного поля.  
Выводы: Разработка тренажеров для имитации физических процессов в лабораторном практикуме по электро-
магнетизму требует развития имитационных высокоскоростных наукоемких комбинированных моделей.  
 
Ключевые слова:  электромагнетизм, виртуальные тренажеры, моделирование, метод Монте-Карло, метод ко-
нечных разностей, метод конечных элементов. 
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Abstract  

 
Background: It is an urgent task now to study the use of computer simulators in the training process. Development of 
such simulators requires knowledge-intensive mathematical models ensuring a high adequacy of real-time simulation of 
the virtual devices under study. Computer systems used to simulate electrical devices are based on chain, field or com-
bined models. Recent years have seen a rapid development of the Monte Carlo modeling technique. 
Materials and methods: The study employed dynamic link libraries of state-variable simulation of electric circuits and 
finite-element simulation of magnetic fields. The Monte Carlo method was used to simulate magnetrons.  
Results: The authors have analyzed the results of development and use of virtual laboratory bench mathematical mod-
els based on a combination of the electric circuit model and other model types such as: the Monte-Carlo-method-based 
magnetron simulation model, the finite-difference model of electric field and the finite-element magnetic field model. 
Conclusions: Development of simulators for modelling physical processes in a laboratory workshop on electro-
magnetism requires the development of knowledge-based high-speed combined simulation models. 
 
Key words: electromagnetism, virtual simulators, simulation, Monte Carlo method, finite-difference method, finite-
element method. 
 

В настоящее время идет поиск оптималь-
ной структуры образовательного процесса. 
Особое внимание уделяется разработке эф-
фективных форм организации самостоятель-
ной работы студентов. Большая роль при этом 
отводится компьютерным технологиям, в част-
ности виртуальным тренажерам, способным 
совместить в себе современные достижения в 
области численного моделирования физиче-
ских процессов с высокой степенью подобия 

при имитации внешнего вида и функционала 
виртуальных устройств.  

В ИГЭУ продолжает развиваться система, 
являющаяся виртуальным тренажером лабора-
тории исследования электротехнических уст-
ройств [1]. Развитие идет в направлении со-
вершенствования визуальных элементов и ма-
тематических моделей виртуальных устройств, 
из которых могут быть собраны электрические 
цепи и каскады электромеханических устройств. 



 «Вестник ИГЭУ»    Вып. 1     2015 г. 

 

 ФГБОУВПО «Ивановский государственный энергетический университет имени В.И. Ленина» 
2 

В том числе, идет адаптация данной системы к 
курсу общей физики. В частности, на рис. 1 
представлен внешний вид виртуального лабо-
раторного стенда (ВЛС) с собранной на нем 
электрической цепью для исследования элек-
трического колебательного контура. 
 

 
 
Рис. 1. Имитация электрического колебательного контура 
на виртуальном лабораторном стенде 
 

Математический аппарат ВЛС строится на 
методе переменных состояния [2, 3], который 
реализуется с помощью динамически подклю-
чаемой библиотеки моделирования электриче-
ских цепей ECLib [4]. Библиотека может быть 
интегрирована в любое открытое приложение, 
поставляя в него функции для формирования 
и решения системы дифференциальных урав-
нений, описывающих динамику моделируемой 
электрической цепи.  

Для формирования системы уравнений по 
собранной на панели ВЛС электрической цепи 
строится матрица соединений [A], вектор но-
миналов {N} и вектор типов {T} элементов це-
пи. Библиотека EClib  осуществляет анализ 
матрицы соединений, строит граф электриче-
ской цепи и его дерево, формирует систему 
уравнений, имеющую вид 
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где  
[ ] 2_1 ;y yyD D    =                                (2) 

[ ] [ ] [ ]_ 1 ;z zzC F =                  (3) 
[D2yy] – матрица, соответствующая y-связям 
графа, которые пересекаются сечениями, со-
ответствующими y-ветвям дерева; [Fzy] – мат-
рица, соответствующая y-ветвям дерева гра-
фа, которые входят в контуры, образованные 
z-связями; [Fzz] – матрица, соответствующая  
z-ветвям дерева, которые входят в контуры, 
образованные z-связями; {Uy} – вектор напря-
жений на y-ветвях графа электрической цепи  
(под y-ветвями понимаются ветви, соответст-
вующие источникам ЭДС и электрическим ем-

костям); {Iz} – вектор токов в z-ветвях графа 
электрической цепи (под z-ветвями понимают-
ся ветви, соответствующие источникам тока, 
сопротивлениям и индуктивностям); [1] – еди-
ничная матрица; {0} – вектор, заполненный ну-
левыми элементами; матрицы [Yy] и [Zz] явля-
ются квадратными матрицами переходных 
проводимостей и сопротивлений, которые 
строятся на основе векторов {N} и {T} (данные 
матрицы являются диагональными при отсут-
ствии взаимных индуктивностей и емкостей, в 
противном случае в них появляются ненуле-
вые недиагональные элементы). 

В каждом уравнении системы (1) выража-
ется диагональный элемент. При этом все 
уравнения группируются в три подсистемы: 
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где { }LI& , { }cI& , { }RI&  – векторы комплексных то-
ков в ветвях с индуктивностями, емкостями и 
сопротивлениями; { }LU& , { }cU& , { }RU&  – векторы 
комплексных напряжений на ветвях с индук-
тивностями, емкостями и сопротивлениями; 
[L] – матрица индуктивностей; [C] – матрица 
емкостей; [R] – диагональная матрица сопро-
тивлений. 

Полученные системы уравнений описы-
вают электрическую цепь на переменном токе. 
Для расчета переходных процессов делается 

замена dj p
dt

ω→ = , комплексные величины 

заменяются на мгновенные. Поле этого из 
уравнений (4)–(5) выражаются элементы, со-
держащие производные по времени от иско-
мых величин. При этом системы (4)–(6) соот-
ветственно принимают следующий вид:  

{ } [ ] { }1 ;L L
d i L u
dt

−=                           (7) 

{ } [ ] { }1 ;c c
d u C i
dt

−=                                       (8) 

{ } [ ] { }1
R Ri R u−=  ,                          (9) 

где { }Li , { }Ci , { }Ri – векторы мгновенных токов 
в ветвях с индуктивностями, емкостями и со-
противлениями; { },Lu  { },Cu  { }Ru  – векторы 
мгновенных напряжений на ветвях с индуктив-
ностями, емкостями и сопротивлениями. 

Системы уравнений (7)–(8) интегрируются 
методом Эйлера или Рунге-Кутта. На каждом 
шаге интегрирования могут пересчитываться 
значения элементов матриц [L], [C], [R], а так-
же номиналов источников ЭДС и тока. 

Модель электрической цепи может быть 
расширена моделями виртуальных устройств. 
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Простейшие модели могут быть построены в 
виде электрических схем замещения с пере-
менными параметрами. Например, электриче-
ский диод может быть представлен нелиней-
ным сопротивлением, номинал которого опре-
деляется по вольтамперной характеристике.  

В более сложных случаях модель элек-
трической цепи можно комбинировать с други-
ми математическими моделями. Для примера 
рассмотрим модель магнетрона [5] (рис. 2).   

 

 
 
Рис. 2. Модель магнетрона в ВЛС 
 

Магнетроном называется двухэлектрод-
ная электронная лампа (диод), в которой 
управление током осуществляют внешним 
магнитным полем, создаваемым соленоидом, 
внутри которого расположена лампа. Линии 
электрического поля E

r
 внутри магнетрона на-

правлены радиально от анода к катоду, а по-
стоянное магнитное поле B

r
 направлено вдоль 

оси катода. Изменение скорости электронов 
происходит в основном вблизи катода, и затем 
их скорость остается практически постоянной. 

Электроны, ускоренные анодным напря-
жением Uа, приобретают энергию 

2

a

m
eU

2

υ
= ,                         (10) 

где m – масса электрона; 2υ – средний квад-

рат скорости электронов. 
В отсутствие магнитного поля электроны 

движутся под действием электрического поля 
E
r

 прямолинейно в радиальных направлениях. 
При этом в анодной цепи протекает ток, вели-
чина которого зависит от анодного напряжения 
и тока накала катода. Величину анодного тока 
Iа можно определить по вольтамперной харак-
теристике магнетрона Iа = f(Uа, iн), которая в 
ВЛС преобразуется к виду Rа = Rа(Uа, iн), где 

/a a aR dU dI=  – сопротивление анодной цепи 
при токе в цепи нагревательного элемента iн.   

Для расчета влияния магнитного поля со-
леноида на величину анодного тока определя-

ется среднеквадратичная скорость электронов 
при заданном анодном напряжении: 

2 2 aeUmu
2 m

= υ = = .            (11) 

Модель магнетрона в ВЛС строится на ос-
нове метода Монте-Карло. Движение электро-
нов имитируется потоком частиц, излучаемых 
катодом и двигающихся к аноду. 

Зная размеры магнетрона, можно вычис-
лить метрический масштабный коэффициент  

'
L

Lm
L

= ,              (12) 

где L и L' – соответственно линейный размер 
реального устройства и соответствующий ему 
размер в изображении магнетрона. 

Количество частиц N, которое излучается 
с поверхности катода в направлении анода за 
время ∆t' при анодном токе в 1 А, задается 
произвольно. Величина среднеквадратичной 
скорости движения частиц u' задается такой, 
чтобы было удобно наблюдать данное движе-
ние визуально. Масштаб по скорости равен 

' .um
uυ =               (13) 

Скорость i-й частицы определяется как 
( )' ,i m рυυ = υ                        (14) 

где ( )рυ – функция, позволяющая рассчитать 
скорость электрона для случайно заданной 
величины 0 ≤ p ≤ 1. Данная функция обеспечи-
вает распределение Максвелла по скоростям 
при известной температуре катода T.  

При движении в магнитном поле с индук-
цией B на движущиеся электроны действует 
сила Лоренца. Электрон в магнетроне будет 
двигаться по окружности, радиус которой 

mR
eB
υ

=               (15) 

уменьшается с ростом В.  
Аналогично вычисляется радиус окружно-

сти, по которой будет двигаться i-я частица: 
'' .L i

i
m mR
m B eυ

υ
=                           (16) 

Увеличивая ток соленоида, можно визу-
ально пронаблюдать искривление траекторий 
движения частиц, имитирующих электроны. 

За счет искривления траекторий частиц 
при увеличении тока соленоида некоторые из 
них перестанут достигать анода. При этом 
анодный ток уменьшится. Данный процесс 
имитируется в ВЛС изменением сопротивле-
ния в анодной цепи: 

( , ) ,a a a н
a

NR R U i
N

=              (17) 

где N – количество частиц, излучаемых с по-
верхности катода за время ∆t'; Nа – количество 
частиц, достигающих анода за время ∆t'. 

Наибольший интерес вызывают варианты 
комбинирования модели электрической цепи, 
реализованной в ВЛС, с моделями физических 
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полей. Например, элемент «токопроводящая 
пластина», используемый в лабораторной ра-
боте по моделированию электрического поля 
(рис. 3), моделируется достаточно большим 
сопротивлением, разность потенциалов на ко-
тором выставляется на электроды, размеры и 
положение которых можно менять с помощью 
опций. Распределение электрического потен-
циала по полю токопроводящей пластины рас-
считывается методом конечных разностей и 
визуализируется с помощью эквипотенциалей. 
 

 
 
Рис. 3. Имитация модели электрического поля двух элек-
тродов в ВЛС 
 

Метод конечных разностей прост в алго-
ритмизации, но имеет проблемы при аппрок-
симации границ раздела сред. Более сложны-
ми и гибкими являются модели, построенные 
на основе комбинации моделей электрической 
цепи и магнитного поля, реализуемой средст-
вами динамически подключаемой библиотеки 
конечно-элементного моделирования магнит-
ного поля EMLib, интегрируемой в ВЛС. В ча-
стности, на рис. 4 приведена модель для ис-
следования в динамике неявнополюсной ма-
шины постоянного тока (МПТ).  

На рис. 5 представлена картина магнитно-
го поля в исследуемой МПТ при протекании в 
ее обмотках токов, рассчитываемых с помо-
щью ВЛС. Обе модели связаны друг с другом и 
рассчитываются одновременно. 

Математическая модель МПТ представ-
лена следующей системой уравнений: 

,

,

1 ,

f
f f f

a
a a a

d u R i
dt

d u R i
dt

d M
dt J

Ψ = −


Ψ = −

 ω

=


∑

              (18) 

где Ψa, Ψf – потокосцепления обмотки якоря 
(ОЯ) и обмотки возбуждения (ОВ); ua, uf –
напряжения на ОЯ и ОВ; ia, if – токи ОЯ и ОВ; 
Ra, Rf – сопротивления ОЯ и ОВ; ω – частота 
вращения МПТ; J – момент инерции на валу 
якоря; ΣM – суммарный момент на валу МПТ.  

 
 
Рис. 4. Модели для исследования в динамике машины 
постоянного тока 
 
 

 
 
Рис. 5. Картина магнитного поля в машине постоянного 
тока в процессе пуска 
 

Обмотки МПТ индуктивно связаны друг с 
другом. Поэтому потокосцепление k-й обмотки 
Ψk есть функция токов во всех обмотках и угла 
поворота ротора α: 

( ), ,k k f ai iΨ = Ψ α .                       (19) 
Это значит, что при дифференцировании 

данной функции справедливо разложение 

.

ak k f k k

f a

af k
kf ka

did di d
dt i dt i dt dt

didiL L
dt dt

Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ α
= + + =

∂ ∂ ∂α

∂Ψ
= + + ω

∂α

           (20) 

При реализации данной модели в ВЛС по 
мгновенным значениям токов обмоток, вычис-
ляемым в цепной модели на каждом шаге ите-
раций, с помощью конечно-элементной модели 
рассчитываются частные производные пото-
косцеплений обмоток МПТ: 

k k
kj

j j
L

i i
∂Ψ ∆Ψ

= ≈
∂ ∆

,  k k
kjL ∂Ψ ∆Ψ
= ≈

∂α ∆α
,               (21) 

и электромагнитный момент машины. 
Численный эксперимент можно ускорить, 

если использовать вариант модели МПТ с 
предварительным расчетом матриц потокос-
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цеплений (19) путем варьирования токов в об-
мотках в пределах Ijmin ≤ ij ≤ Ijmax с некоторым 
шагом ∆ij и положения якоря относительно ин-
дуктора в пределах зубцового деления якоря с 
шагом ∆α. Полученные матрицы аппроксими-
руются многомерными сплайнами.  

При большом количестве индуктивно свя-
занных обмоток в электротехническом устрой-
стве модель может усложниться. В частности, 
в [6] приведена динамическая полевая модель 
асинхронной машины, в [7] – динамическая 
модель трехфазного трансформатора, в [8] –
модель токоограничивающего реактора. 

По результатам работы можно сделать 
вывод о том, что, несмотря на учебные цели, 
решаемые использованием ВЛС, разработка 
подобных тренажеров для имитации физиче-
ских процессов требует дальнейшего развития 
имитационных высокоскоростных наукоемких 
комбинированных моделей. 
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