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Авторское резюме 

 
Состояние вопроса: В настоящее время актуальной является проблема повышения эффективности численного 
исследования проектируемых устройств с использованием полевых моделей. Для решения данной проблемы 
разработана и развивается технология численного исследования электротехнических устройств, построенная на 
основе инструментария, представляемого динамически подключаемой библиотекой конечно-элементного моде-
лирования двухмерного квазистационарного магнитного поля, способной интегрироваться с современными ма-
тематическими пакетами. С помощью данной библиотеки можно организовать программу численного экспери-
мента, состоящего в параметрической генерации полевой модели исследуемого устройства и серии расчетов 
магнитного поля по заданному алгоритму.  
Материалы и методы: Для расчета магнитного поля использована разработанная библиотека конечно-
элементного моделирования EMLib. В качестве базы для создания исследовательской среды используется пакет 
MSExcel. Для реализации наукоемких алгоритмов используется пакет MatLab. 
Результаты: Рассмотрена методика организации численного эксперимента с использованием библиотеки 
EMLib. С помощью данной методики решены задачи расчета динамических режимов различных электротехниче-
ских устройств и оптимизации их конструкции. 
Выводы: Рассмотренная технология численного исследования электротехнических устройств позволяет решать 
задачи, характерные для современных CAE-систем, практически не уступая им по широте охвата решаемых за-
дач, но является в то же время относительно простой в использовании и доступной для предприятий малого и 
среднего бизнеса. 
 
Ключевые слова: численное моделирование электротехнических устройств, конечно-элементная модель маг-
нитного поля, параметрический генератор полевой модели, численный эксперимент. 
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Abstract 

 
Background: Increasing the efficiency of numerical study of designed devices using field models is an urgent problem 
now. This problem can be solved by the electrical device numerical study technology based on the tools represented by 
a dynamic link library of finite element modeling of two-dimensional quasi-stationary magnetic field capable of being inte-
grated with modern mathematical packages. This library can be used to develop a program of numerical experiment 
consisting of the parametric generation of a field model of the device under study and a number of magnetic field calcula-
tions by the preset algorithm. 
Materials and methods: EMLib library of finite element modeling was used to calculate magnetic field. MSExcel 
package was employed as the basis of research environment development. The high-tech package MatLab was used to 
implement the science-intensive algorithms. 
Results: The paper presents an overview of a numerical experiment organized by using an EMLib library which allowed 
us to solve the problem of calculating dynamic modes of different electrical engineering devices and to optimize their 
design. 
Conclusions: The studied technology of numerical study of electrical engineering devices can solve the problems 
normally handled by modern CAE-systems and deals with almost the same range of tasks but is also relatively easy to 
use and affordable for small and medium businesses. 
 
Key words: numerical modeling of electrical engineering devices, magnetic field finite element model, field model para-
metric oscillator, numerical experiment. 
 

Технология численного исследования 
электрических машин с использованием биб-
лиотеки конечно-элементного моделирования 
магнитного поля, описанная в [1], сегодня полу-

чила развитие в нескольких направлениях, а 
именно: 

1) уточненный расчет динамических и 
установившихся режимов работы электротех-
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нических устройств, в частности силовых 
трансформаторов [2], токоограничивающих ре-
акторов [3], асинхронных машин [4], машин по-
стоянного тока [5], торцевых синхронных гене-
раторов [6]; 

2) расчет холостого хода силового 
трансформатора [7]; 

3) расчет механических усилий в обмот-
ках силовых трансформаторов и токоограничи-
вающих реакторов в аварийных режимах; 

4) параметрическая и структурная опти-
мизация конструкции электротехнических уст-
ройств.  

Сама библиотека конечно-элементного 
моделирования магнитного поля EMLib претер-
пела существенные изменения. Математиче-
ское ядро, осуществляющее собственно расчет 
магнитного поля, стало платформонезависи-
мым на уровне компилятора, произведена оп-
тимизация алгоритмов, позволившая сущест-
венно сократить время расчета магнитного по-
ля на каждой итерации численного эксперимен-
та, усовершенствованы интерфейсы, позво-
ляющие интегрировать данную библиотеку во 
все математические пакеты [8]. 

В настоящее время технология численно-
го исследования электротехнических устройств 
реализуется на базе табличного процессора 
MSExcel, предоставляющего исследователю 
удобный интерфейс и визуальные средства об-
работки результатов. Подсистемы, реализую-
щие численный эксперимент, пишутся во 
встроенной в Excel системе программирования 
Visual Basic for Excel. При необходимости ис-
пользуется математический пакет MatLab, свя-
зываемый с Excel с помощью интерфейса 
ExelLink. И в Excel, и в MatLab могут внедряться 
функции динамически подключаемой библиоте-
ки моделирования магнитного поля EMLib.  

Наиболее детально проработана универ-
сальная методика расчета динамических режи-
мов в электротехнических устройствах. Алго-
ритм расчета строится на основе системы 
дифференциальных уравнений, имеющей вид 

[ ] [ ] [ ][ ],d u R i
dt

Ψ = −                 (1) 

где [Ψ] – вектор потокосцеплений контуров с 
током; [u] – вектор напряжений контуров; [R] – 
матрица сопротивлений контуров; [i] – вектор 
мгновенных значений токов контуров. 

При расчете электрических машин в каче-
стве неизвестной величины в вектор токов до-
бавляется угловая скорость ротора ω и к сис-
теме уравнений (1) добавляется уравнение 

1 ,i
i

d M
dt J
ω
= ∑                  (2) 

где J – момент инерции на оси ротора; Mi –  
i-й момент на валу ротора. 

Используя для k-й обмотки разложение 

kj kjk

1 1
,

N N
j j

j jj j

di did
dt i dt i dt= =

∂Ψ ∆ΨΨ
= ≈

∂ ∆∑ ∑   (3) 

где N – количество контуров с током, уравнение 
(1) преобразуем к виду  

[ ] [ ] [ ][ ]( )
1

,d i u R i
dt i

−∂Ψ = − ∂ 
               (4) 

где 
i

∆Ψ 
 ∆ 

 – матрица частных производных по-

токосцеплений контуров. 
Расчет динамических режимов в индук-

ционных устройствах можно осуществлять в 
двух режимах (рис. 1): 

1) прямой режим с непосредственным 
обращением к расчету модели магнитного поля 
на каждом шаге интегрирования; 

2) режим с обучением, предполагающий 
проведение серии предварительных расчетов 
магнитного поля с заданным шагом в заданном 
диапазоне изменения значений токов контуров 
и последующей аппроксимацией полученных 
матриц потокосцеплений контуров с током мно-
гомерными сплайнами. 

 

 
Наиболее просто расчет в режиме с обу-

чением осуществляется в случае устройств с 
небольшим количеством контуров или обмоток 
с током. Например, при расчете режима пуска 
двигателя постоянного тока (ДПТ) [5] количест-
во независимых контуров N = 2: цепь парал-
лельной обмотки возбуждения и цепь обмотки 
якоря; цепь последовательной обмотки возбуж-
дения и компенсационной обмотки. Результа-
том серии расчетов магнитного поля ДПТ при 
разных комбинациях тока якоря ia и тока возбу-
ждения if являются матрицы потокосцеплений 
обмоток, которые средствами MatLab аппрок-
симируются двухмерными сплайнами (рис. 2) 
(мерность сплайна равна количеству независи-
мых контуров с током). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 1. Режимы проведения численного эксперимента 

Режимы проведения численного 
эксперимента 

Режим с 
обучением 

Прямой 
режим 

Обученная 
модель 

Полевая 
модель 

Эксперимент 

Полевая 
модель 

Эксперимент 

Программа 
обучения 



 «Вестник ИГЭУ»    Вып. 1   2014 г. 

 
 ФГБОУВПО «Ивановский государственный энергетический университет имени В.И. Ленина» 

3 

 
 
Рис. 2. Сплайновая аппроксимация матриц потокосцепле-
ний обмотки возбуждения Ψf(if,ia) и якоря Ψа(if,ia) 

 
По сплайнам потокосцеплений обмотки 

возбуждения Ψf(if,ia) и якоря Ψа(if,ia) строятся 

сплайны частных производных a

ai
 ∂Ψ
 ∂ 

, a

fi
 ∂Ψ
 ∂ 

, 

f

ai
 ∂Ψ
 ∂ 

, f

fi
 ∂Ψ
 ∂ 

, по которым на каждом шаге ин-

тегрирования по времени уравнения (3) при 
текущих значениях токов обмоток определяют-
ся элементы матрицы частных производных. 
Результаты расчета пуска двигателя постоян-
ного тока 4П80 приведены на рис. 3 (масштабы 
графиков: тока возбуждения – mif = 1 А/ед; тока 
якоря – mia = 100 А/ед; частоты вращения –  
mΩ = 500 (1/c)/ед; момента – mM = 20 Н⋅м/ед; 
ЭДС – mEa = 250 В/ед; магнитного потока –  
mФ = 1/440 Вб/ед). Расчет осуществляется 
практически в реальном времени. 
 

 
Рис. 3. Кривые пуска ДПТ 4П-80 с использованием модели 
магнитного поля 
 

Расчет в режиме с прямым обращением к 
модели магнитного поля можно проиллюстриро-
вать на примере расчета пуска асинхронного дви-
гателя (АД) с короткозамкнутым ротором с учетом 
вытеснения тока в пазах ротора (рис. 4) [4].  

Моделируемый АД имел 51 паз на рото-
ре, каждый из которых был разделен на 5 сло-
ев. Каждому слою соответствовал свой контур с 
током. Обмотка статора была представлена 
тремя контурами. Итого получаем N = 258. При 
таком количестве независимых контуров с то-

ком режим с предварительным обучением мо-
дели невозможен. 

 

 
Рис. 4. Результаты расчета кривой пуска АД с короткозамкну-
тым ротором с учетом вытеснения тока в пазах ротора: 1 – 
зависимость угловой скорости ω от времени; 2 – зависи-
мость электромагнитного момента M от времени 
 

В режиме с непосредственным обраще-
нием к модели на каждом шаге интегрирования 
уравнения (3) при текущих значениях токов кон-
туров рассчитывается магнитное поле, затем 
каждому j-му току контура дается приращение 
∆ij и опять рассчитывается магнитное поле. В 
результате находятся приращения потокосцеп-
лений k-х обмоток ∆Ψkj и строится матрица 

i i
∆Ψ ∂Ψ   ≈   ∆ ∂   

. Количество обращений к полевой 

модели на каждом шаге интегрирования равно 
N + 1 = 259. Расчет магнитного поля машины 
длится доли секунды. При этом для интегриро-
вания системы уравнений (3) с шагом по вре-
мени ∆t = 0,001 с в пределах 0,2 с требуется 
несколько часов. 

Иногда модель динамических режимов в 
исследуемом устройстве с большим количест-
вом контуров с током удается построить таким 
образом, что количество независимых величин 
возможно ограничить, снизив тем самым раз-
мер матрицы потокосцеплений. Примером мо-
жет служить модель АД, в которой разложение 
(3) принимает вид  

ky kk kx

k

1
,

yx

x y

N
ky jkx

xj yj
x yj

dFd dF d
dt F dt F dt dt

di dK K
F F dt dt

α

α

=

∂Ψ ∂ΨΨ ∂Ψ α
= + + =

∂ ∂ ∂α

 ∂Ψ ∂Ψ∂Ψ α
= + +  ∂ ∂ ∂α 
∑

          (5) 

где Fx, Fy – составляющие по осям координат ре-
зультирующей намагничивающей силы (НС), 
формируемой всеми обмотками машины; Kxj, Kyj – 
геометрические коэффициенты, определяющие 
вклад j-го контура машины в результирующую 
НС машины. 

Такой подход позволяет использовать 
режим модели с предварительным обучением с 
использованием матриц потокосцеплений об-
моток, зависящих всего от трех величин: Fx, Fy и 
α. Точность такого расчета ниже, чем в случае с 

1 

2 
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прямым обращением к полевой модели, так как 
не удается учесть все особенности вклада каж-
дого контура в совокупное магнитное поле. 

Аналогичным образом в [2] рассчитыва-
ется кривая переходного процесса в трехфаз-
ном силовом трансформаторе. Расчет осуще-
ствляется при наличии шести матриц потокос-
цеплений (по числу обмоток трансформатора): 

1 2 3( , , ),k f F F FΨ =      (6) 
где F1, F2, F3 – НС стержней трансформатора. 

При этом считается, что первичная и вто-
ричная обмотки, расположенные на m-м стерж-
не, создают единую НС, рассчитываемую по 
формулам: 

( )3 ;m m m mF j S S += +      (7) 

3 3

3
,m m m m

m
m m

i W i Wj
S S

+ +

+

+
=

+
     (8) 

где jm – средняя плотность тока в обмотках m-го 
стержня; im, im+3 – мгновенные значения токов в 
первичной и вторичной обмотках m-го стержня; 
Wm, Wm+3 – число витков первичной и вторичной 
обмоток m-го стержня; Sm, Sm+3 – площади се-
чений первичной и вторичной обмоток m-го 
стержня. 

Варьируя jm в пределах от –jmax до +jmax, 
где jmax – некоторая максимальная величина 
средней плотности тока, получаем зависимо-
сти, которые аппроксимируются трехмерными 
сплайнами (рис. 5). 
 

 
 
Рис. 5. Сплайновая аппроксимация матрицы Ψ1(F1,F2,F3) 
при F3 = 0 
 

Для каждой k-й обмотки можно записать  
3 6

1 1
,jk k m

kj
mm j

did dF L
dt F dt dt= =

Ψ ∂Ψ
= =

∂∑ ∑    (9) 

где 

{ при 3
3 при 3

.k
kj j

k km m k k

L W
F ≤= − >

∂Ψ
=

∂
             (10) 

Результат расчета трехфазного короткого 
замыкания (КЗ) трансформатора ТМГ-1000-
10,5/0,4, полученного с помощью данной моде-
ли, представлен на рис. 6. 

  
Рис. 6. Графики расчетных токов в обмотках низшего на-
пряжения трансформатора ТМГ-1000-10,5/0,4 при трехфаз-
ном коротком замыкании 
 

Особенность примера расчета токов КЗ сило-
вого трансформатора состоит в том, что числен-
ный эксперимент в этом случае не ограничивает-
ся расчетом токов. Полученные по результатам 
расчета токи в обмотках трансформатора ис-
пользуются здесь для расчета электродинамиче-
ских усилий, возникающих в обмотках при КЗ. 
Картина магнитного поля трансформатора для 
этого случая представлена на рис. 7. 

 

 
 
Рис. 7. Результаты расчета магнитного поля трансформа-
тора в режиме КЗ 
 

Для расчета электромеханических усилий, 
действующих на объем, ограниченный поверх-
ностью S, используется формула 

( ) ( ) ( )( )1 ,
2

S

F H n B B n H n H B dS⋅ + ⋅ − ⋅= ∫           (11) 

где H  и B – векторы напряженности и индукции 
магнитного поля; n  – вектор нормали к поверх-
ности интегрирования. 

В двухмерной постановке задачи уравнение 
(11) для составляющих силы, действующей на 
единицу длины трансформатора в третьем из-
мерении, принимает следующий вид: 

( ) ( )
( )1

1 ;
2

N x x x y y x x x y y
x k

k x x x y y

H n B n B B n H n H
f dl

n H B H B

∆

=

 + + + −
 
 − + 

= ∑  

           (12) 
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( ) ( )
( )1

1 ,
2

N y x x y y y x x y y
y k

k y x x y y

H n B n B B n H n H
f dl

n H B H B

∆

=

 + + + −
 
 − + 

= ∑  

           (13) 
где Bx, Hx, nx  – проекции магнитной индукции, 
напряженности и вектора нормали на ось X; By, 
Hy, ny  – проекции магнитной индукции, напря-
женности и вектора нормали на ось Y; N∆ – ко-
личество треугольных элементов, через кото-
рые проходит контур интегрирования; dlk – дли-
на контура интегрирования в пределах k-го 
элемента. 

Для определения силы, действующей на 
виток в радиальном направлении, используется 
интегральная формула 

2

пр
сл сл

2

1 ( ) 1 ( )( ) cos ,
2 2 2

x x
x

f t D f tF t d D
w w

π

π
−

= ϕ ϕ =∫              (14) 

где  D – наружный диаметр обмотки в случае ее 
растяжения и внутренний диаметр в случае 
сжатия. 

Сила, действующая в осевом направлении, 
рассчитывается как 

нар вн( ) ( ) ,
2y y

D D
F t f t

+
π=               (15) 

где  Dнар и Dвн – наружный и внутренний диа-
метры обмотки соответственно. 

Одним из главных преимуществ численного 
эксперимента с использованием библиотеки 
EMLib является возможность построения гибкой 
программы исследований. При этом модель 
исследуемого устройства может оперативно 
перестраиваться. Так, при моделировании 
вращения ротора электрической машины на 
каждом шаге итераций происходит перегенера-
ция конечно-элементной сетки в области зазо-
ра. В [6] рассматривается пример, в котором 
рассчитывается магнитное поле в модели, 
представляющей собой линейную развертку 
торцевого синхронного генератора. При пере-
мещении ротора относительно статора проис-
ходит полная перегенерация модели. Это по-
зволяет рассчитать кривую изменения потокос-
цепления Ψ(t) и ЭДС E(t)

 
обмотки статора.  

Оперативно перегенерируемая модель мо-
жет использоваться в задачах оптимизации. 
Вообще задача оптимизации с использованием 
результатов расчета магнитного поля методом 
конечных элементов не является принципиаль-
но новой. Так, в [9] оптимизируется форма по-
люсного наконечника автомобильного стартера 
с использованием результатов расчета магнит-
ного поля. В современных системах инженер-
ных расчетов (CAE-системах) оптимизация кон-
струкции устройства включена в стандартный 
инструментарий. Однако возможности боль-
шинства современных параметрических гене-
раторов полевых моделей ограничены стрем-
лением разработчиков избавить пользователя 
от функций традиционного программирования. 

В то же время именно параметрические генера-
торы, построенные на основе традиционного 
программирования, позволяют создавать мо-
дели, отличающиеся друг от друга не только 
размерами, но и структурой. 

Например, в настоящее время в рамках 
рассматриваемой технологии разработан па-
раметрический генератор конечно-элементных 
моделей АД, позволяющий оперативно генери-
ровать серии моделей машин, отличающихся 
не только геометрическими размерами, но и 
количеством, а также формой пазов статора и 
ротора, количеством слоев обмотки в пазах 
статора, схемой соединения секций обмотки 
статора, наличием или отсутствием пазовой 
изоляции и т.п. В частности, на рис. 8 пред-
ставлены несколько вариантов пазов статора, 
сгенерированные данной системой.  

 

  

  
 
Рис. 8. Варианты пазов статора АД, сгенерированные од-
ним параметрическим генератором 
 

Модель АД строится из трех объектов: ста-
тор, ротор и зазор. В свою очередь, статор и 
ротор строятся из соответствующих зубцовых 
зон и спинок. Спинки представляют собой коль-
ца, опоясывающие зубцовые зоны. Базовым 
объектом зубцовой зоны является паз.  

Для унификации процедур построения мо-
дели паза он разбивается на несколько эле-
ментов: шлиц, клиновая часть, дно паза, цен-
тральная часть паза. Была проведена работа 
по классификации данных элементов, позво-
ляющая ограничить количество возможных ва-
риантов их исполнения и путем их комбинации 
строить практически все реально существую-
щие пазы статора АД. В настоящее время ве-
дется работа по созданию исчерпывающей 
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библиотеки пазов ротора. При возникновении 
новых нетрадиционных форм пазов ротора 
библиотека пазов может быть расширена до-
полнительной подпрограммой. 

Параметрический генератор полевой моде-
ли АД опробован в задаче поиска оптимальной 
формы паза статора, обеспечивающего задан-
ную величину проводимости пазового рассея-
ния при заданной плотности тока в пазу, а так-
же индукции в зубцах и ярме. В качестве варь-
ируемых параметров использовались такие ве-
личины, как высота паза, высота и ширина 
шлица, ширина верхней и нижней частей паза и 
т.п. К ним добавляются признаки, определяю-
щие тип паза (открытый, полуоткрытый, закры-
тый), форму дна паза (круглое, скругленное, 
прямое) и форму клиновой части (трапецеи-
дальная, скругленная). Поиск решения осуще-
ствляется средствами MatLab с использовани-
ем генетических алгоритмов. На каждом шаге 
поиска происходит полная перегенерация по-
левой модели, расчет магнитного поля, по ко-
торому определяется величина проводимости 
пазового рассеяния по формуле [10] 

паза

∆паза

3

1 1

1
п

0 п
,

N

i ij
i j

rN

i
i

S A

A

S

I

∆

∆ ∆
= =

∆
=

 
 
 
  −

λ =
µ

∑ ∑

∑
                  (16) 

где  N∆паза – количество треугольных элементов, 
заполняющих паз; A∆i – величина векторного 
магнитного потенциала в j-м узле i-го элемента 
паза; S∆i – площадь i-го элемента паза; Ar – ве-
личина векторного магнитного потенциала по 
оси паза в зазоре; Iп – полный ток паза. 

 
Заключение 

 
Рассмотрено несколько характерных спосо-

бов организации численного исследования 
электротехнических устройств с использовани-
ем автономной библиотеки конечно-
элементного моделирования магнитного поля. 
Возможности данной технологии не ограничи-
ваются этими вариантами и определяются 
лишь опытом программирования инженера. 
Данная технология находит применение, в пер-
вую очередь, при проектировании электротех-
нических устройств на предприятиях малого и 
среднего бизнеса. 
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