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Авторское резюме 
 
Состояние вопроса: Эффективное смешивание сыпучих материалов играет важную роль во многих отраслях 

промышленности, в частности при производстве композиционных материалов для тепловой и ядерной энергетики. 
При смешивании разнородных сыпучих материалов всегда возникает сегрегация частиц, не позволяющая получить 
полностью однородную смесь. Актуальной является задача определения оптимального времени смешивания, когда 
однородность смеси достигает максимального значения. Опыт показывает, что сегрегация вблизи стенок смесителя 
существенно отличается от сегрегации вдали от них. Это приводит к поперечной неравномерности сегрегации, ко-
торая оказывает значительное влияние на кинетику смешивания. Оценка пристеночных эффектов в рамках суще-
ствующих одномерных моделей процесса невозможна в принципе. Поэтому необходимо построение двухмерной 
модели, которая учитывает неравномерную продольную сегрегацию и вызываемую ей поперечную сегрегацию 
компонента в виброожиженной смеси.  
Материалы и методы: Используется метод математического моделирования, основанный на теории цепей 

Маркова, которому соответствует двухмерное ячеечное представление описываемого процесса. Для экспери-
ментальной верификации модели использованы данные по распределению компонентов в лабораторном вибра-
ционном смесителе с плоской прямоугольной зоной смешивания.  
Результаты: Построена двухмерная модель эволюции содержания компонентов в двухкомпонентной смеси и 

путем численных экспериментов показано, что неравномерность сегрегации существенно влияет на равномер-
ность распределения компонентов и оптимальное время смешивания. Установлено хорошее качественное соот-
ветствие расчетных результатов с экспериментальными данными.  
Выводы: Предложенная модель позволяет учесть неравномерность сегрегации, приводящую к заметному 

ухудшению качества смеси и изменению оптимального времени смешивания на стадии проектирования. 
 
Ключевые слова: бинарная смесь, сегрегация, неравномерность, ячеечная модель, цепь Маркова, вектор со-

стояния, матрица переходных вероятностей, однородность смеси, оптимальное время смешивания. 
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Abstract 
 

Background: Effective mixing of particulate solids plays an important role in many industries, in particular, in production 

of composite materials for thermal and nuclear energetics. In mixing of dissimilar particulate solids there always arises 
segregation that does not allow obtaining a completely homogeneous mixture. The problem of defining the optimal mix-
ing time when the mixture reaches the maximum homogeneity is of importance. Experiments show that segregation near 
mixer walls is considerably different in comparison to one that is far away from the wall. This leads to crosswise non-
uniformity of segregation, which influences strongly on mixing kinetics. Estimating the near-wall effects on the basis of 
one-dimensional models is impossible in principle. This is why a two-dimensional model that takes into account the non-
uniform longwise segregation and the crosswise segregation induced by it is to be built for vibro-fluidized mixture.  
Materials and methods: The method of mathematical modelling based on the theory of Markov chains is used. The two-

dimensional cell presentation of this process corresponds to this method. Experimental data obtained at a laboratory vi-
bration mixer with the plane rectangular mixing zone were used to verify the model. 
Results: A two-dimensional model of evolution of components content in a binary mixture is proposed. The numerical 

experiments show that the non-uniformity of segregation influences strongly on homogeneity of components distribution 
and on the optimal mixing time. The calculated data are in good correspondence with the experimental ones. 
Conclusions: The non-uniformity of segregation leads to considerable worsening of mixture quality and change of the 

optimal mixing time. The proposed model allows taking into account these factors at the mixer design stage. 
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Во многих отраслях промышленности 
возникает необходимость иметь дело со сме-
сями дисперсных материалов, причем ценность 
смеси возрастает с ростом ее однородности. 
Однако получение смесей с высокой однород-
ностью распределения компонентов является 
технологически очень сложной задачей. Реше-
ние этой задачи весьма актуально для произ-
водства композиционных материалов, исполь-
зуемых в тепловой и ядерной энергетике. В об-
зорных работах [1, 2] подчеркнуто, что в на-
стоящее время проектирование смесительного 
оборудования в большей степени основывается 
на инженерном искусстве, чем на каком-либо 
научно обоснованном базисе. Там же отмечено, 
что главным препятствием к получению одно-
родных смесей компонентов является сегрега-
ция частиц, вызванных различием их физико-
механических свойств. Известно достаточно 
большое число исследований (например, [3, 4]) 
по выявлению механизмов сегрегации, но ее 
влияние на кинетику смешивания изучено го-
раздо меньше. На наш взгляд, эффективным 
инструментом моделирования кинетики смеши-
вания является математический аппарат тео-
рии цепей Маркова, которая эффективно, но 
фрагментарно применялась рядом авторов  
[5–7] для этих целей. Обобщение этой страте-
гии для моделирования разнообразных процес-
сов в дисперсных средах описано в [8], а в  
[9, 10] показано, как она может применяться к 
оптимизации смешивания и проектированию 
нового оборудования. Однако все эти результа-
ты получены на основе одномерных моделей, 
которые далеко не всегда могут учесть все не-
гативные эффекты, возникающие при смеши-
вании. В частности, это относится к пристеноч-
ным эффектам, влияющим на образование за-
стойных зон в рабочем объеме смесителя и 
препятствующим достижению высокой одно-
родности перемешивания. Ниже предпринята 
попытка математического описания этого эф-
фекта на примере вибрационного смесителя. 

Расчетная схема двухмерной ячеечной 
модели смесителя показана на рис. 1,а. Поло-
вина рабочего объема участвующей в процессе 
бинарной смеси компонентов представлена 

прямоугольной сеткой размера ячеек m n иде-
ального перемешивания малого объема. Объем 
ключевого сегрегирующего вниз компонента 
Sm(i,j) не может превышать условного объема 
ячейки, принятого равным единице.  

Для построения модели примем следую-
щую физическую картину процесса. Пусть он 
наблюдается в дискретные моменты времени  

tk = (k – 1) t, где k – номер временного перехо-

да, а  t – его продолжительность (здесь k мо-
жет рассматриваться как целочисленный ана-

лог времени). За время t ячейку покинут час-
тицы ключевого компонента в направлениях, 
указанных стрелками на рис. 1,б, где буквы d 

относятся к симметричным диффузионным пе-
реходам, а буквы v – к сегрегационным. 

 

Рис. 1. Схема ячеечной модели (а) и направления 
переходов из отдельной ячейки (б) 

 
Рассмотрим механизм формирования этих 

переходов. Пусть вдали от стенки вероятность 
(скорость) продольных сегрегационных перехо-
дов равна v1. Примыкающий к стенке слой испы-
тывает меньшее сопротивление движению, а 
значит, имеет большую скорость v2 > v1. Это бы-
стро движущийся слой увлекает за счет трения 
следующий слой, который приобретает скорость, 
меньшую, чем v2, но большую, чем v1. 

Можно предположить, что по мере удале-
ния от стенки разность между этими скоростями 
убывает в геометрической прогрессии, что по-
зволяет получить расчетную формулу для vy : 

vy(i) = v1 + (v2 – v1)
(n – i)

,                                       (1)  

где  < 1 – знаменатель геометрической про-
грессии. 

Таким образом, скорость сегрегации ока-
зывается неравномерной в поперечном сечении 
смесителя. Образование сдвигового движения 
слоев вниз приводит к появлению поперечной 
сегрегации, которая, в принципе, не может быть 
отслежена в одномерной модели. Это сегрега-
ционное движение идет от слоя с меньшей ско-
ростью в сторону слоя с большей скоростью. В 
первом приближении можно допустить, что ско-
рость поперечной сегрегации пропорциональна 
разности скоростей соседних слоев, что приво-
дит к формуле 

vx(j) = (vy(j) – vy(j – 1)),                              (2) 

где  – коэффициент пропорциональности.  

x 

y 

j=1 

j=m 

i=1 i=n 

vx 

dx dx 
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Рис. 2. Распределение ключевого компонента в различные моменты времени 

 

Вероятности (скорости) чисто диффузи-
онного переноса dy и dx ведут к выравниванию 
распределения компонентов смеси, а скорости 
сегрегационного переноса – к перекосам. Из 
этого следует существование оптимального 
числа временных переходов, при котором не-
равномерность распределения имеет мини-
мально возможное значение.  

Описав возможные вероятности перехо-
дов, можно приступить к построению Марков-
ской модели процесса перемешивания. Для 
этого матрица распределения ключевого ком-
понента по ячейкам Sm(i,j) должна быть преоб-
разована в вектор состояния S размера 

(m n) 1, в котором столбцы матрицы располо-
жены последовательно друг под другом. Эво-
люция этого вектора с течением времени (от 
одного состояния к другому) определяется ре-
куррентным матричным равенством 

S
k+1 

= PS
k
,                                                            (3) 

где Р – матрица переходных вероятностей, ко-
торая является пятидиагональной матрицей 

размера (m n)x(m n). Ее ненулевые элементы 
определяются по формулам, вытекающим из 
структуры возможных переходов из ячеек: 

 переходы вправо  

P(n(j – 1) + i – 1, n(j – 1) + i) = dx + vx(i)*(1 – 
– Sm(i – 1,j)),               (4) 

где j = 1:m, i = 2:n;  

 переходы влево 

P(n(j – 1) + i + 1, n(j – 1) + i) = dx,                      (5) 

где j = 1:m, i = 1:n – 1; 

 

 переходы вверх 

P(n(j – 2) + i, n(j – 1) + i) = dy,                     (6) 

где j = 2:m, i = 1:n; 

 переходы вниз 

P(nj + i, n(j – 1) + i) = dy + vy(i)*(1 – Sm(i,j + 1)),       (7) 

где j = 1:m – 1, i = 1:n. 
Выражения в скобках при vx (4) и vy (7) 

вводят поправку на реальную скорость сегре-
гации в ячейки. Сами величины vx и vy относят-
ся к сегрегации в свободные от сегрегирующе-
го материала ячейки. По мере их заполнения 
скорость сегрегации снижается, а при полном 
заполнении становится равной нулю, посколь-
ку материал не может сегрегировать сам в се-
бя. Таким образом, матрица Р оказывается за-
висящей от текущего вектора состояния, т. е. 
задача становится существенно нелинейной.    

На рис. 2 показан пример распределения 
сегрегирующего компонента в различные мо-
менты времени. Расчеты выполнены на сетке 

ячеек n = 10, m = 20 при v1 = 0,1, v2 = 0,2,  = 0,5, 

 = 6, dx = 0,05, dy = 0,2. В начале процесса сег-
регирующий компонент занимает 5 верхних ря-
дов ячеек. По мере протекания процесса он 
опускается вниз и смещается в сторону стенки. 
С течением времени наступает установившееся 
распределение, которое, согласно рис. 2, дале-
ко не равномерно.  

Для качественной верификации модели 
были использованы опытные данные, получен-
ные на стендовой плоской прямоугольной мо-
дели смесителя, размещенной на столе вибро-
стенда. В качестве модельных материалов ис-
пользованы гречневая крупа (основной компо-

Smij 

i 
j 

Начальное состояние 

Smij 

i 
j 

k=150 

Smij 

i 
j 

k=0,75 

Smij 

i 
j 

k→  
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нент) и поваренная соль (ключевой сегреги-
рующий вниз компонент). Фотография распре-
деления компонентов после длительной работы 
вибростенда показана на рис. 3,а.  

 
а) 

б) 
Рис. 3. Асимптотическое распределение компонен-
тов в смеси: а – эксперимент; б – расчет 

 
Если условно принять, что при содержа-

нии соли менее 5 % она отсутствует, то из 
асимптотического распределения, показанного 
на рис. 2, можно получить теневую проекцию 
распределения соли и крупы в камере смеши-
вания. Эта картина показана на рис. 3,б, со-
гласно которому, она качественно и количест-
венно соответствует экспериментальной карти-
не распределения. 

Как уже отмечено выше, степень нерав-
номерности распределения изменяется по вре-
мени от полностью неравномерного начального 
распределения к достаточно неравномерному 
асимптотическому распределению, проходя че-
рез минимум. В этот момент перемешивание 
следует остановить, так как достигнута мини-
мально возможная неравномерность распреде-
ления компонентов в смеси. Если охарактери-
зовать неравномерность среднеквадратичным 
отклонением содержания сегрегирующего ком-

понента в ячейках от среднего , то его величи-

на может быть рассчитана для каждого k-го со-
стояния. 

На рис. 4 показано расчетное изменение 

величины  для двух случаев: при отсутствии и 
при наличии краевого пристеночного эффекта.   

Рис. 4. Кинетика формирования качества смеси с 
учетом (1) и без учета (2) краевого эффекта 

 
При отсутствии учета пристеночного 

эффекта достигается гораздо большая равно-
мерность смеси, но за примерно на 15 % 
большее время (естественно, что эти данные 
могут меняться при изменении параметров 
модели, но качественно остаются такими же). 
При принятых же параметрах пристеночный 
слой реально занимает около половины полу-
ширины смесителя, т. е. его вклад в ухудшение 
характеристик процесса оказывается значи-
тельным. При большей ширине смесителя 
влияние пристеночного эффекта будет осла-
бевать.   

Таким образом, предложенная модель 
эволюции распределения содержания компо-
нентов в пристеночном слое вибрационного 
смесителя может прогнозировать его влияние 
на ухудшение характеристик смешивания и 
оценивать возможные конструктивные меры по 
снижению этого влияния.   
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